CAUCHYHO NEROVNOST

Lema 1. Nech a a b si redlne ¢isla. Nech x ay st kladné redlne c¢isla. Potom plati

(a+b)? < a? b

Tty z )

Dékaz. Danti nerovnost staéi prepisat do ekvivalentného tvaru: (ay — bx)? > 0.

O
Tvrdenie 1. Nech ay,as,...,a, st redlne cisla. Nech x1,xs,...,x, st kladné
redlne c¢isla. Potom plati
(a1 +az+ -+ a,)? < aj_,.aj_|_...+ﬁ,
1 +xo+ -+ xr1 X9 T
Dokaz. Matematickou indukciou. Podla predchadzajicej lemy mame
(a1 4az+ -+ ani1)? < aj+ (ag + -+ any1)? < aj+aj+...+ aiﬂ.
xr1 + a9 + "'+In+1 I 132+"'+l’n+1 I T2 Tn+1
O
Veta 1. (Cauchyho nerovnost) Nech ai,as,...,an,b1,ba,..., b, st redlne éisla.

Potom plati

(a1by + agby + -+ apby)? < (a2 + a2+ - +a2)(bF + b2+ -+ b2).

Dokaz. Ak ¢isla by, bs,. .., b, st nenulové, staci pouzit predchddzajice tvrdenie:
a1b1 + asbs + -+ + anby,)? a1b1)?  (agby)? Gnbn)?
(112 222 2n n) S(121) (222) (nzn) :a%+a§++a%
by +b54---+ 02 by b5 b2
O
ZOBRAZENIE

Nech X a Y st mnoziny. Symbolom X — Y budeme oznacovat mnozinu vSetkych
zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y. Zapis f : X — Y znameni, ze f € (X = Y).
Symbolom f(z) ozna¢ujeme hodnotu zobrazenia f v prvku a € X. Zapis  — f(x)
znamena, %e prvku z je priradeny prvok f(x).

Nech M je mnozina. Ak je kazdému prirodzenému ¢islu n priradeny isty prvok
a, € M, potom hovorime, Ze

a1,02,03, 04,05, . ..
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je postupnost prvkov mnoziny M. Teda postupnost je zobrazenie a : N — M, ktoré
je definované predpisom a(n) = a,, pre kazdé n € N. Postupnost ¢asto zapisujeme
v skratenom tvare (a,)nen. Prvky a, nazyvame éleny postupnosti a.

Nech f: X — Y. Obraz mnoziny A C X definujme predpisom
fIA]={f(a) :a € A}.

Obraz mnoziny X sa vola obraz zobrazenia f. Oznacujeme ho symbolom Im f.
Teda Im f = f[X].

Vzor mnoziny B C'Y definujme predpisom
f'Bl={r e X: f(x) € B}.

Ak mnozina B je jednoprvkova, t.j. v pripade B = {y}, namiesto f~1[{y}] piseme
7l

Priklad 1.

f:R\{0} =R

Priklad 2. Nech X = {a,b}, kde b = {a}. Definujme zobrazenie f : X — X
predpisom f(x) = a pre kazdé x € X. Potom f[b] =b # a = f(b).

Zobrazenie [ : X — Y sa vola injektivne, ak pre kazdé y € Y rovnica f(x) =y
(s nezndmou ) mé najviac jedno rieSenie.

Zobrazenie f: X — Y sa vold surjektivne, ak pre kazdé y € Y rovnica f(z) =y
(s nezndmou x) mé aspoii jedno rieSenie.



Zobrazenie f : X — Y sa vola bijektivne, ak pre kazdé y € Y rovnica f(z) =y
(s nezndmou x) mé préve jedno riesenie.

Uloha 1. Zistite, ¢i zobrazenie f : R? — R? definované pre kazdé (u,v) € R?
predpisom f(u,v) = (u? — v2, 2uv)

a) je injektivne,

b) je surjektivne.

Priklad 3. Nech X je mnozina vSetkych postupnosti x = (2, )nen redlnych ¢&isel,
o0

pre ktoré rad > x2 konverguje.
n=1

Definujme zobrazenie T : X — X predpisom T'(x) =y, kde

_ Tt T2t Ty
n on—1

pre kazdé prirodzené ¢islo n.

Najskor ukazeme, ze zobrazenie T je korektne definované. Nech x € X. Overime,

ze rad -
T1+ X2+ + Ty
Z 2n71

n=1

ot x,)?

HM

je konvergentny. Staci pouzit Cauchyho nerovnost:

o0
(@ +aat-+z,)’ <P+ 4+ 1) (@i +2f 4+ +a22) <n ) a3

=n

Potom

X

o0
Pretoze obidva rady . e
n=1

p(er+az o)’ Z

oo

a Y. z7 konverguju, postupnost 7(x) patri do
k=1

mnoziny X.

Teraz ukézeme, ze zobrazenie T je injektivne. Nech x,z € X. Predpokladajme, ze
plati
T(x) =T(z). (1)

Ukézeme, ze potom pre kazdé prirodzené ¢islo n plati x, = z,.
Z rovnosti (1) vyplyva, ze

r1 2 1+ T2  z21+ 22 1+ x2+2x3 21+ 22+ 23

20 20° 21 2t 7 22 B 22
Odtial postupne dostévame x1 = 21, To = 29, T3 = 23, . ..

Nakoniec ukédZzeme, ze zobrazenie T nie je surjektivne. Nech y je postupnost

realnych cisel definovana predpisom y,, = — pre kazdé prirodzené ¢islo n. Pretoze
n



rad Z 5 Jje konvergentny, postupnost y patri do mnoziny X. Nech x je taka
postupnost prvkov mnoziny X, pre ktora plati T'(x) = y. Pretoze

2"ty = 2y a2,

2"Ypy1 =21 + T2+ + Tp + Ty,

mame
on 2n71 B 2n71(n _ 1)

n+1 n  nn+1)

Tn4+1 = 2nyn+1 - 2n71yn =

(o]
Pretoze lim 22, =oo,rad ) 22 nespliia nutntt podmienku konvergencie. To je
n—oo
n=1
v spore s tym, Ze postupnost x patri do mnoziny X.

Tvrdenie 2. Nech f: X — Y je zobrazenie. Potom pre kaZdé A1, As C X a pre
kazdé B1, Bs CY plati

(a) f[A1U As] = f[A1] U f[As],

(b) f[A1 N Ag] C flA1] N f[A2]; ak f je injektivne, potom plati rovnost,
(c) f7HB1UBs] = f7H[B1] U f~}[Ba],

(d) f~HBiNBo] = f~Y[Bi] N f~[Ba].

Tvrdenie 3. Nech f: X — Y je zobrazenie. Potom pre kazdé A C X a pre kaZdé
B CY plati

(a) AC f7Lf[A]]; ak f je injektivne, potom plati rovnost,
(b) flf~1[B]] C B; ak f je surjektivne, potom plati rovnost,
(c) fTHY\ Bl =X\ f[B].

Nech f: X — Y ag:Y — Z st zobrazenia. ZloZené zobrazenie go f : X — Z
definujeme predpisom

(go f)(z) = g(f(x)) pre kazdé = € X.

Identita na mnozine X je zobrazenie Ix : X — X, ktoré je definované predpisom
Ix(z) =z pre kazdé z € X.

Nech f : X — Y je bijektivne zobrazenie. Potom existuje jediné zobrazenie
f~1:Y — X, pre ktoré plati

fTlof=1Ix, [fof'=
Zobrazenie f~! sa vola inverzné zobrazenie ku f.
Uloha 2. Definujme dve postupnosti (@, )nen a (bn)nen predpismi
agj—1 =], Q25 = Gj;
bgj,1 =1, bgj =1+ bj.

Overte, ze priradenie j + (a;,b;) definuje bijekciu medzi mnozinami N a N x N.
Najdite k nej inverzné zobrazenie.



VEKTOROVY PRIESTOR

Nech F je pole. My budeme pracovat s polom R vSetkych redlnych ¢isel a s polom
C vsetkych komplexnych ¢isel. Ak teda nejaké tvrdenie vyslovime pre pole F, bude
to znamenat, Ze toto tvrdenie plati aj pre pole R, aj pre pole C.

Vektorovy priestor V nad polom F je mnozina prvkov, ktoré volame vektory, na
ktorej je definované scitanie vektorov a skalarne ndsobenie vektorov, ktoré maju
nasledujiice vlastnosti:

o Scitanie je asociativne, t.j. pre vSetky vektory z, y, z patriace do mnoziny V plati:
z+(y+z)=(@+y) +=

o Scitanie je komutativne, t.j. pre vsetky vektory x, y patriace do mnoziny V plati:
r+y=y—+zx

o Existuje prave jeden vektor, ktory volame nulovy vektor a oznacujeme ho 0, pre
ktory plati x +0 = x a 0 + x = x pre vSetky vektory x patriace do mnoziny V.

o Pre kazdy vektor x patriaci do mnoziny V' existuje prave jeden vektor patriaci do
mnoziny V', volame ho opacny vektor k vektoru x a oznacujeme ho ~x, pre ktory
platiz+ "z=0a "z +z=0.

o Pre kazdé a, 8 € F a pre kazdé = € V plati: (af)z = a(Bx).

o Pre kazdé x € V plati: 1x = x, kde 1 je jednotka pola F.

o Pre kazdé a € F a pre kazdé z,y € V plati: (a + )z = (ax) + (Bz).
o Pre kazdé a, 8 € F a pre kazdé z € V plati: a(x + y) = (az) + (ay).

Prvky pola IF volame skaldry. Niekedy namiesto pomenovania vektorovy priestor
budeme pouzivat ndzov linedrny priestor a jeho prvky budeme volat body. Pretoze
podla dohody o priorite operacii ma nasobenie prednost pred sc¢itanim, niektoré
zatvorky mozeme vynechaf. Napr. namiesto (ax) + (8y) piSeme ax + Sy.

Pripomenme si, Zze v matematike niektoré symboly pouzivame v rdoznych vyzna-
moch. Napr. ten isty symbol 0 oznacuje nulu pola I, ale aj nulovy vektor priestoru
V. Musime si na to dévat pozor.

Typickym prikladom vektorového priestoru nad polom R je mnozina R? vietkych
usporiadanych trojic realnych ¢isel.

Priklad 4. Nech A je neprdzdna mnozina. Potom mnozina .% (A) v8etkych funkcii
f: A= R je vektorovym priestorom nad polom R. Ak A je uzavrety interval [a, b],
namiesto .Z ([a,b]) piSeme F[a,b]. Ak A je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel,
Z(N) je vektorovy priestor vSetkych postupnosti redlnych ¢isel.

Dalsie vektorové priestory, ktorjch prvky st postupnosti realnych ¢isel: mnozina
m vSetkych ohranicenych postupnosti, mnozina c vSetkych konvergentnych postup-
nosti, mnozina ¢y vSetkych postupnosti konvergujicich k nule. V§imnime si, ze
plati:

o CecCmC . Z(N).



VEKTOROVY PODPRIESTOR

Nepréazdna podmnoZina P vektorového priestoru V nad polom F sa vol4 vektorovy
podpriestor priestoru V, ak je uzavretd vzhladom na séitanie vektorov a na skaldrne
nasobenie, t.j. ak si splnené nasledujice dve podmienky:

o Pre kazdé dva vektory =,y € P plati x +y € P.
o Pre kazdy skalar a € F a pre kazdy vektor x € P plati az € P.

Prikladom vektorového podpriestoru je mnozina P vSetkych tych usporiadanych
trojic realnych ¢isel (z,y, 2), pre ktoré plati 2 = 0 (ako podmnozina priestoru R?).
Tento podpriestor mézeme stotoznit s vektorovym priestorom R?. Rozdiel medzi
nimi je éisto formélny: prvkami mnoziny R? st usporiadané dvojice (z,y), pricom
prvkami mnoziny P sd usporiadané trojice (z,y,0). Teoreticky ramec pre takéto
stotoZznenie poskytuje nasledujica definicia.

Nech je dané zobrazenie f : U — V, kde U, V st vektorové priestory nad tym
istym polom F. Hovorime, Ze f je linedrne zobrazenie, ak st splnené nasledujtce
podmienky:

o Pre kazdé dva vektory =,y € U plati f(z +y) = f(z) + f(y).
o Pre kazdy skalar o € F a pre kazdy vektor « € U plati f(az) = af(x).

Nech f: U — V je linedrne zobrazenie. Ak P je vektorovy podpriestor priestoru
U, potom f[P] je vektorovy podpriestor priestoru V. Specilne, Im f je vektorovy
podpriestor priestoru V. Ak @ je vektorovy podpriestor priestoru V', potom f~1[Q]
je vektorovy podpriestor priestoru U. Specialne, f~1[0] = {z € U : f(z) = 0}
je vektorovy podpriestor priestoru U. Podpriestor f~1[0] sa vola jadro linearneho
zobrazenia f. Oznacujeme ho ker f.

Ak linearne zobrazenie f : U — V je bijektivne, hovorime, ze vektorové priestory
U a V st navzdjom linearne izomorfné.

Priklad 5. Nech A = {1,2,3}. Potom kazdej funkcii f : A — R mdzeme prira-
dit usporiadani trojicu redlnych ¢isel (f(1), f(2), £(3)). Tym sme popisali bijekciu
b:.Z(A) — R3, ktora spliia poziadavky z predchadzajticej definicie. Teda vektorové
priestory % ({1,2,3}) a R? st navzajom izomorfné. T4to vlastnost ndm umoziiuje
roznu graficka reprezentaciu vektorov. Napriklad

f:{1,2,3} >R
=1 f2)=2 [f@B) =1

<

0 1 2 3 * ’ vektor ako bod
vektor ako funkcia
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Symbolom €’[a, b] budeme oznacovat mnozinu vSetkych spojitych redlnych funkcii
definovanych na uzavretom intervale [a,b]. Podobne, symbolom Z[a,b] ozna¢ime
mnozinu vSetkych Riemannovsky integrovatelnych funkcii a symbolom Za,b]
mnozinu vSetkych ohranic¢enych funkcii. Potom kazda z nasledujticich inklazii
vyjadruje vztah medzi vektorovym priestorom a jeho podpriestorom:

€la,b] C Za,b] C ABla,b] C Fla,bl.

POSUNUTIE A PODOBNOST

Nech a € V, kde V je vektorovy priestor nad polom F. Zobrazenie T, : V — V
definované pre kazdé = € V' predpisom

T.(z) =a+x
volame posunutie o vektor a. Pre kazdi podmnozinu A C V polozme

a+A=T,[Al={a+z:2¢€ A}

Nech a € F. Zobrazenie S, : V — V definované pre kazdé z € V predpisom
So(z) = ax

volame podobnost, pricom skaldr « voldme koeficient podobnosti. Pre kazdu
podmnozinu A C V poloZzme

aA = S,[A] ={ax:z € A}.

at+ A

aA

<\



HAMELOVA BAZA

Nech {v1,...,v,} je koneénd neprazdna podmnozina vektorového priestoru V nad
polom F. Linedrna kombindcia vektorov vy,...,v, je lubovolny vektor tvaru

x:alvl+~--+anvn,

kde ag,...,a, € F. Hovorime, Ze vektory vi,...,v, sa linedrne nezdvisle, ak plati:
avy+ -+ o, =0 = ag=---=aq,=0.
V opacnom pripade hovorime, ze vektory vy, ..., v, su linedrne zdvisle.

Nech A je lubovolné neprazdna podmnozina vektorového priestoru V. Hovorime,
ze A je mmnoZina linedrne mezdvislych vektorov, ak kazda jej konefnéd neprazdna
podmnozina obsahuje len linedrne nezavislé vektory.

Linedrny obal mnoziny A C V je mnozina vSetkych linearnych kombinécii
vektorov patriacich do mnoziny A. Oznadujeme ho Sp A. Je to najmensi vektorovy
podpriestor priestoru V' obsahujici mnozinu A.

Tvrdenie 4. Nech A CV je mnoZina linedrne nezdvisljch prokov. Nech b € V'\ A.
Potom AU {b} je mnoZina linedrne nezdvisljch prvkov prive vtedy, ked b ¢ Sp A.

Mnozina H C V sa nazyva Hamelova bdza priestoru V', ak H je mnozina linedrne
nezavislych prvkova SpH = V.

Pomocou axiémy vyberu mozno dokézaf, ze kazdy vektorovy priestor V mé
Hamelovu bazu. Hovorime, ze vektorovy priestor V' je konecnorozmerny, ak ma
kone¢nit Hamelovu bazu. V takomto pripade pocet prvkov Hamelovej bazy voldme
dimenzia vektorového priestoru V' a oznacujeme ju dim V. V opacnom pripade
hovorime, ze vektorovy priestor V je nekonecnorozmerny.

Kazdy nenulovy vektor mozno jednoznacne vyjadrit v tvare linedrnej kombindcie
prvkov Hamelovej bazy.

PoLoNORMA
Nech V je vektorovy priestor nad polom F. Funkciu p : V' — R volame polonorma
na V, ak ma nasledujice vlastnosti:
o Pre kazdé z,y € V plati p(z + y) < p(x) + p(y), tzv. subaditivnost.

o Pre kazdy skaldr a € F a pre kazdy vektor x € V plati p(azx) = |a|p(z), tzv.
absolutna homogenita.

Polonorma sa vola norma, ak mé nasledujticu vlastnost:
o Pre kazdy nenulovy vektor x € V plati p(x) # 0, tzv. oddelitelnost.

Normu najcastejSie oznac¢ujeme || - ||, t.j. namiesto p(x) piSeme ||z||.



Priklad 6. Vo vektorom priestore R? definujeme polonormu p predpisom

p(z,y, 2) = max{|z|, [y}.
pre kazdé (r,y,z) € R3. Tato polonorma nie je normou.
Tvrdenie 5. Nech p je polonorma na vektorovom priestore V. Potom plati:
o |p(z) — p(y)| < p(x — y) pre kazdé dva vektory x,y € V.

o p(0) =0.

o p(x) > 0 pre kazdy vektor x € V.

Ak p je polonorma na vektorovom priestore V', potom mnozina kerp, ktord
definujeme predpisom

kerp = {z €V :p(z) =0} =p (0],

je vektorovy podpriestor priestoru V. Voldme ho jadro polonormy p.

Pre polonormu z prikladu 6 je tymto podpriestorom mnozina

kerp = {(x,y,2) € R®: 2 =y = 0}.

Priklad 7. Pre kazdt Riemannovsky integrovatelnt funkciu f : [a, ] — R polozme

b
p(f) = / ()] d.

Tym sme definovali polonormu p na vektorovom priestore Z|a, b]. Tato polonorma
nie je normou na priestore Z|a, b], avéak je normou na jeho podpriestore ¢[a, b].

Pomocou Hamelovej bdzy mozeme na kazdom vektorovom priestore definovat
normu. Naozaj, ak * = ajv; + -+ + a,v, je vyjadrenie nenulového vektora x
v tvare linedrnej kombinécie prvkov z danej Hamelovej bazy, staci polozit

] = feaf + -+ |an].

Samozrejme, pre x = 0 kladieme ||z|| = 0.

Pomocou polonormy definujeme otvorent gulu so stredom v bode x a polomerom
r > 0 predpisom

B(z,r)={yeV:ply—x) <r}=x+rB(0,1).
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FAKTOROVY PRIESTOR

Nech V je vektorovy priestor nad polom F a P je jeho vektorovy podpriestor.
Hovorime, ze vektory z,y € V st kongruentné modulo P, ak plati x —y € P.
Zapisujeme to z =, y.

Tvrdenie 6. Reldcia kongruencie modulo P je ekvivalencia, ktord md nasledujice
vlastnosti:

(1) Pre kazdé x,y,z',y € V plati:

akx=,2,y=, 9y, potom (z +y) =, (@' +7v).

(2) Pre kaidé o € F a x,y € V plati:

ak x =, y, potom (ax) =, (ay).

Mnozina [z] = {y € V : x =, y}, kde z € V, sa volad vrstva. Mnozinu vSetkych
vrstiev budeme oznacovat symbolom V/P, t.j.

V/P={[z]:x € V}.
Kazdu vrstvu [z], kde z € V, mozeme vyjadrit v tvare
[x]=z+P={z+y:ye< P}
Na mnozine V/P definujeme s¢itanie a skaldrne ndsobenie nasledujacim spdsobom:
[z]+ ] =z +yl,  afz] =[az]

pre kazdé x,y € V, « € F. Mnozina V/P s takto definovanym s¢itanim a skaldrnym
nasobenim je vektorovy priestor nad polom F, ktory voldme faktorovy priestor.

Priklad 8. Nech V = R3 a P = {(z,y,2) € R® : y = 2z = 0}. Potom faktorovy
priestor
V/P={[(0y.2)]: (y,2) € R*}

je izomorfny s vektorovym priestorom R2.

POLONORMA NA FAKTOROVOM PRIESTORE

Nech V je vektorovy priestor nad polom F a P je jeho vektorovy podpriestor.
Nech p je polonorma na V. Pre kazdy vektor x € V polozme

p([z]) = ;g]fjp(x - ).

Potom p je polonorma na faktorovom priestore V/P. V pripade, ze P = kerp,
polonorma p je normou, pricom plati

pre kazdé x € V.
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Priklad 9. Nech V =R?® a P = {(z,y,2) € R® : y = 2 = 0}. Nech p je polonorma
na V, ktora je definovana predpisom
p(z,y, z) = max{|z|, |y[}

pre kazdé (z,y, z) € V. Potom pre polonormu p na faktorovom priestore V/P plati:

p([(0,y,2)]) = |yl

pre kazdé (y, z) € R2. Polonorma p nie je normou.

METRIKA

Mnozina X sa vold pseudometricky Mnozina X sa vola metricky priestor,
priestor, ak kazdym dvom prvkom x a  ak kazdym dvom prvkom z a y mnoziny
y mnoziny X je priradené redlne éislo X je priradené redlne ¢islo d(x,y) také,
d(x,y) také, ze pre kazdé x,y,z € X  Ze pre kazdé x,y,z € X plati
plati

(a) d(z,y) > 0; (a) d(z,y) = 0;

(b) d(x,x) = 0; (b) d(z,y) = 0 prave vtedy, ked x = y;
(c) d(z,y) = d(y,x); (c) d(z,y) = d(y,x);

(d) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2). (d) d(z,2) < d(z,y) + d(y, ).
Zobrazenie d : X x X — R, sa vola Zobrazenie d : X x X — R, sa vola
pseudometrika na mnozine X. metrika na mnozine X.

Nech V' je normovany priestor s po- Nech V' je normovany priestor s nor-
lonormou p. Pomocou tejto polonormy  mou || - ||. Pomocou tejto normy definu-
definujeme na priestore V pseudomet- jeme na priestore V metriku d predpi-
riku d predpisom som

d(z,y) = p(x — y) pre kazdé z,y € V. d(z,y) = ||z — y|| pre kazdé z,y € V.

Tato (pseudo)metrika je invariantnd vzhladom na posunutie, t.j. pre Tubovolné
z € V plati
d(x + z,y + z) = d(x,y) pre vietky x,y € V.

Lubovolni podmnozinu M priestoru X, na ktorom mame (pseudo)metriku d,
mozeme pokladat za (pseudo)metricky priestor, v ktorom kazdjm dvom prvkom
x a y je priradené ¢islo d(x,y). V takomto pripade hovorime, ze M je podpriestor
priestoru X. Pritom (pseudo)metriku na podpriestore M sme formdlne dostali ako
zlzenie zobrazenia d na mnozinu M x M.

Uloha 3. Zistite, pre ktoré realne ¢isla & > 0 existuje metrika d na Stvorprvkovej
mnozine X = {0, A, B,C} taka ze

d(A, B) = d(B,C) = d(C,A) =1,
d(0, A) = d(0, B) = d(0,C) = €.
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Ak ¢ = %, mdze byt X podpriestorom priestoru R? s euklidovskou metrikou
d(x,y) = |lx — y||? A pre £ = 3?7 Ako sa zmen situdcia, ked namiesto priestoru
R? budeme uvazovat priestor vietkych spojitych realnych funkcif ¢’[0, 1] s metrikou
d(f,9) = max |f(z) —g(x)|?
z€]0,1]
Uloha 4. Nech (X, d) je metricky priestor. Definuje funkciu f : R — R predpisom
f@)=%-Qz+1-2{z—1]— |z —2[+ |z —3]|).

Dokézte, ze f o d je metrika na mnozine X. V pripade, ze Xje mnozina vSetkych
redlnych ¢isel s metrikou d(zx, y) = |z —y|, popiste jeho podpriestor M = {0,1,2,5}.

Nech V je normovany priestor s normou | - ||. Definujme funkciu p : V. — R
predpisom

Ukézeme, ze funkcia p je subaditivna. Nech z,y, z € V. Polozme
a= |zl b=lyll, c= [z +yl.
Zrejme a, b, ¢ st nezaporné redlne ¢isla. Chceme dokézat, Ze plati

c a b
< =+ .
1+¢ - 14a 140

Tiato nerovnost modzeme upravit do ekvivalentného tvaru:
c<a+b+ 2ab+ abe.

Stadi si uz len uvedomit, ze norma || - || je subaditivna, odkial mame ¢ < a + b.

Ak vektorovy priestor V' obsahuje aj nejaky nenulovy vektor, potom funkcia p nie
je absolitne homogénna. Naozaj, ak x € V je taky vektor, pre ktory plati ||z|| = 1,

potom
2] _ 2 2]|x]]

p2z) = ——— = #1=

= = =2 .
1+ 2z] 3 p(z)

L+ ||
Pomocou funkcie p mozeme vSak definovat na priestore V' metriku predpisom

d(z,y) =p(x —y) pre kazdé x,yeV.

Nech X je (pseudo)metricky priestor. Otvorentd gulu so stredom v bode z a
polomerom r > 0 predpisom
B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}.

Podmnozinu U priestoru X nazyvame okolie bodu x € U, ak s bodom x obsahuje
aj nejakt gulu so stredom v bode z, t.j. ak existuje r > 0 také, ze B(z,r) C U.
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Takyto bod = sa vola wnutorny bod mnoziny U. Mnozinu vSetkych vnitornych
bodov nazyvame vnitro mnoziny U. Oznacujeme ho symbolom Int(U).

Podmnozina G priestoru X sa vola otvorend, ak je okolim kazdého svojho bodu.
To znamend, Ze pre kazdé z € G existuje r > 0 také, ze B(z,r) C G.

Postupnost (2, )nen bodov priestoru X konverguje k bodu z¢ € X ak plati:
Ve>0 3n(e) eN Vn>n(e): d(zp,xo) <e.

Zapisujeme to lim x, = xg, pripadne x,, — xg.
n—oo

Vsimnime si, ze ak postupnost (z,)nen bodov priestoru X konverguje k bodu
xo € X, potom konverguje ku kazdému bodu zf, € X, pre ktory plati d(xo, zj) = 0.
Teda jednoznacnost limity mame zarudend len v pripade, Ze pseudometrika d je
metrikou.

Hovorime, ze bod z € X je bod uzdveru mnoziny V C X, ak je limitou nejakej
konvergentnej postupnosti bodov mnoziny V, t.j. ak existuje postupnost (x,)nen
prvkov mnoziny V takd, ze lim z,, = x. Mnozinu vsetkych bodov uzaveru mnoziny

n—oo

V nazyvame uzdver mnoziny V. Oznacujeme ho symbolom CI(V).
Podmnozina F priestoru X je wuzavretd, ak obsahuje limity vsSetkych svojich

konvergentnych postupnosti. To znamend, %e musi platit C1(F) = F. MnoZina F je
uzavretd, ak jej doplnok G = X \ F je otvorend mnozina.

Podmnozina H priestoru X je hustd v X, ak kazdy bod mnoziny X je bodom
uzaveru mnoziny H, t.j. ak plati C1(H) = X. Mnozina H je hustd v X, ak pre
kazdu gulu B(z,r) v priestore X plati B(z,r) N H # 0.

Postupnost (x,,)nen prvkov priestoru X je Cauchyovska, ak plati:
Ve >0 3n(e) eN Vm,n>n(e): dxm, z,) <e.
Priestor X sa vold plny, ak kazd4d Cauchyovskd postupnost v tomto priestore

konverguje.

IZOMETRIA

Metrické priestory X, Y (s metrikami d, p) sa volaju izometrické, ak existuje takd
bijekcia f : X — Y, Ze pre kazdé z,y € X plati d(z,y) = p(f(x), f(y)). Takéto
zobrazenie f sa vold izometria.

Uloha 5. Ukéazte, Ze ak za priestor X vezmeme mnozinu vSetkych prirodzenych
¢isel s metrikou d(z,y) = |z — y|, potom existuje izometria medzi priestorom X a
nejakym jeho vlastnym podpriestorom Y. Zistite, ¢i analogické tvrdenie plati aj pre
mnozinu v8etkych celych ¢isel (s tou istou metrikou).

MINKOWSKEHO FUNKCIONAL

Podmnozina K vektorového priestoru V sa vola konvexnd, ak pre kazdé z,y € V
a pre kazdé A € (0,1) plati: Az + (1 — Ny € K.
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Nech p je polonorma na V. Potom pre kazdé ¢ > 0 mnozina {z € V : p(z) < ¢}
je konvexna.

Nech M je podmnozina vektorového priestoru V. Minkowského funkciondl
mnoziny M definujeme predpisom

py(z) =inf{a>0:2 € aM}

pre kazdé x € V. Minkowského funkciondl méze nadobtdat aj hodnotu oo
(s vyuzitim rovnosti: inf ) = oo).

Tvrdenie 7. Nech M je konvexnd podmmnoZina vektorového priestoru V. Potom
Minkowského funkciondl mnoziny M je subaditivny, t.j. pre kazdé x,y € V plati

pv(z+y) <pum(x) +pu(y)-

Dokaz. Pre kazdé x € V polozme

M(x)={a>0:2z€aM}.

Nech z,y € V st také, ze mnoziny M (z) a M (y) st neprizdne (v opa¢nom pripade
je dokazovana nerovnost trividlne splnend).

Nech oo € M (), 8 € M(y). To znamen4, Ze plati
a tzreM, Bty e M.

PoloZzme

Pretoze mnozina M je konvexna, plati
Aa™z) + (1= X)(871y) € M,

t.j.
(a+B) Yz +y) € M.

Odtial vyplyva, ze
a+ e Mix+y).

Pretoze py(z +y) = inf M (x + y), mame

pu(z+y) <a+p.

Pretoze o € M (z), B € M(y) boli lubovolné, plati

pu(z+y) < pum(a) +pu(y).
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Tvrdenie 8. Nech M je konvexnd podmnoZina vektorového priestoru V. Predpo-
kladajme, Ze plati 0 € M. Potom plati

{zeVipy() <1} CMC{x eV py(x) <1}

Dokaz. Najskor dokdzeme druht inklaziu. Nech x € M. Potom 1 € M(z), teda
pu(z) < 1.

Teraz dokazeme prv inklaziu. Nech = € V je také, Ze pys(z) < 1. Potom existuje
a € (0,1) také, ze a~tx € M. Pretoze mnozina M je konvexna, méme

r=ala ')+ (1-a) e M.
g

Tvrdenie 9. Nech M je podmnozZina vektorového priestoru V. Potom pre kaZdé
a >0 a pre kazdé x € V plati

pu(ax) = apy(z).

Dékaz. Nech o > 0 a x € V. Nech 8 € M(x). Pretoze potom S~ 'x € M, mame
(aB)~Yaz) € M, odkial aff € M(ax). Pretoze py(ar) = inf M(ax), mime
pu(azx) < af. Pretoze 5 € M(x) bolo lubovolné, plati pys(ax) < apar(x).

7 prave dokazaného tvrdenia vyplyva, ze pre kazdé a > 0 a x € V plati
pu(z) = puat(ax)) < a”'py(az),

odkial pys(ax) > apy(x). O

Podmnozina M vektorového priestoru V sa vola vyvdZend, ak pre kazdé r € Ma
pre kazdé a € T také, ze || = 1, plati: ax € M.

Tvrdenie 10. Nech M je vyvdZend podmnozina vektorového priestoru V. Predpo-
kladajme, Ze plati 0 € M. Potom pre kaZdé a € F a pre kaZdé x € V plati

pum(az) = |alpy(z).

Dokaz. Pre a = 0 je tvrdenie trividlne splnené.
Pretoze mnozina M je vyvazena, pre kazdé x € V a pre kazdé a € F také, ze
la] = 1, plati
M(z) = M (ax).

Nech a € F, a # 0. Polozme g = . Potom |B| = 1, teda podla vyssie

@
o , , o
dokazaného pre kazdé x € V plati

pu(ax) = pu(Blajz) = pu(lelz) = [olpa ().
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O

Podmnozina M vektorového priestoru V' sa vol& absorbujica, ak pre kazdé x € V
existuje a« > 0 také, ze ax € M. Ak mnozina M je absorbujica, potom jej
Minkowského funkcional nadobuida iba redlne hodnoty.

7 dokazaného vyplyva, ze ak mnozina M je konvexnd, vyvazend a absorbujuca,
potom jej Minkowského funkcionél p,; je polonorma.

Tvrdenie 11. Nech V' je vektorovy priestor nad polom F. Nech p je polonorma na
V. Potom mnoZina B ={x € V : p(z) < 1} je konvexnd, vyvdZend a absorbujica.
Polonorma p sa pritom zhoduje s Minkowského funkciondlom mnoZiny B.

Dokaz. 1) Najskor ukédzeme, Zze mnozina B je konvexna. Nech =,y € B, a € (0,1).
Potom

plar+ (1 -a)y) <ap(z) + (1 -a)py) <a+(l1-a)=1

2) Teraz ukazeme, ze mnozina B je vyvazeni. Nech z € B. Nech a € F je také,
7e |a] = 1. Potom

plax) = |alp(z) = p(r) < 1.

3) Dalej ukézeme, Ze mnozina B je absorbujtica. Nech z € V. Nech a > 0 je také,
ze ap(x) < 1. Potom

p(az) = ap(x) < 1.
4) Nakoniec ukdzeme, %e pre kazdé x € V plati
p(z) = inf B(z) = inf{a > 0: a 'z € B}.
Nech = € V. Pretoze mnozina B je absorbujtca, mnoZina B(z) je neprazdna.

Nech a > 0 je také, ze a~ 'z € B. Potom p(x) = p(a™laz) = ap(a™lz) < a.

Pretoze o € B(x) bolo Iubovolné, plati
p(z) < inf B(z).
Ukézeme, Ze plati rovnost. Sporom. Predpokladajme, ze plati
p(x) < inf B(z).

Vyberme g > 0 také, ze
p(z) < B < inf B(z).

Zrejme 3 ¢ B(x). To znamend, e plati 31z ¢ B. Potom 8~ !p(z) = p(B~tx) > 1,
odkial p(z) > f. to je v8ak v spore s tym, Ze p(x) < f. O
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EXTREMNE BODY

Nech A je konvexna podmnozina vektorového priestoru V. Bod a € A sa vola
extrémny bod mnoziny A, ak mnozina A\ {a} = {z € A : x # a} je konvexna.
Inymi slovami, vynechanim bodu a z mnoZiny A dostaneme zase konvexni mnozinu.
Mnozinu vSetkych extrémnych bodov konvexnej mnoziny A C V budeme oznacovat
symbolom E(A).

Nech {vy,...,v,} je koneénd neprédzdna podmnozina vektorového priestoru V.
Konvernd kombindcia vektorov vy, ..., v, je lubovolny vektor tvaru
T = Qv + -+ QpUn,

kde reélne ¢isla ay, ..., a, st nezdporné a ich stucet sa rovna jedne;j.

Mnozina K C V je konvexnd, ak obsahuje kazda konvexni kombinéciu svojich
vektorov.

Nech f: U — V je linearne zobrazenie, kde U, V st vektorové priestory nad tym
istym polom F. Nech A C X, B C Y su konvexné mnoziny. Potom mnoziny f[A],
J71[B] st tiez konvexné.

Nech U, V st normované priestory nad tym istym polom F. Hovorime, Ze
zobrazenie f : U — V je linedrna izometria, ak f je bijektivne linedrne zobrazenie
(teda vektorové priestory U, V su linedrne izomorfné), pri¢om pre normy plati:

IIf(@)|lv = ||z||u pre kazdé = € U.

Tvrdenie 12. Nech f : U — V je linedrna izometria medzi normovanymi
priestormi U, V. Potom plati

fIE(Bu)] = E(Bv),
kde By, By st uzavreté jednotkovée gule v priestoroch U, V, t.j.
By={zeU:|z|lv <1}, By={yeV:|yllv <1}

Priklad 10. Nech p je polonorma na vektorovom priestore V. Predpokladajme,
Ze p je normou na jeho podpriestore U. Polozme P = kerp. Potom priradenie
x + [z] € V/P definuje linedrnu izometriu medzi priestormi U a W = {[z] : x € U}.
Injektivnost vyplyva z toho, Ze p je norma na U. Inymi slovami, podpriestor U
mozno izometricky vnorit do priestoru V.

BANACHOV PRIESTOR

Banachov priestor je normovany priestor V', ktory je uplny, t.j. kazda Cau-
chyovska postupnost vektorov priestoru V' konverguje.
oo
Nech x = (2, )nen je postupnost vektorov priestoru V. Hovorime, ze rad Y z,
n=1
konverguje, ak postupnost jeho Giastoénych stétov s = (s,,)nen konverguje, kde

Sp =21+ T2+ -+ Ty,

o0 o0
pre kazdé n € N. Rad )" x,, konverguje absolitne, ak rad > ||z, | konverguje.
n=1

n=1
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Veta 2. Normovany priestor je tuplny prdve vtedy, ked kaZdy absolitne konver-
gentny rad v tomto priestore je konvergentny.

SYSTEM POLONORIEM

Na priestore %’[a,b] mame okrem normy zavedenej pomocou Riemannovho

integralu (priklad 4) aj tzv. supremovi normu || -|| definovant pre kazdé f € €[a, b]
predpisom
IfII = sup, | ()]
rec a,

Potom %’[a,b] so supremovou normou je Banachov priestor. Postupnost funkcii
f = (fn)nen konverguje v tomto priestore prave vtedy, ked konverguje rovnomerne.

Na priestore % (a,b) vSetkych spojitych redlnych funkcii definovanych na otvore-
nom intervale (a, b) nie je mozné pouzit supremovi normu, pretoze moze nadobudat
hodnotu oo. Je to spdsobené tym, Ze spojitd funkcia nemusi byt na otvorenom
intervale ohranicena.

Pomocou supremovej normy dostaneme pre kazdy uzavrety interval [r, s] C (a,b)
polonormu py,. ;) na priestore ¢ (a, b). Konkrétne, pre kazdé f € ¢'(a,b) polozime

p[r,s](f) = Ssup |f($)|

z€[r,s]

Tym sme definovali systém polonoriem, ktory ndm dovoluje zaviest konvergenciu

do priestoru €(a,b) nasledujicim sposobom: postupnost funkcii f = (f,)nen

konverguje k funkcii fo, ak pre kazd polonormu py,.  plati lim py. (fn — fo) = 0.
n—oo

Postupnost funkcii f = (f,)nen konverguje v tomto priestore prave vtedy, ked
konverguje rovnomerne na kazdej kompaktnej podmnozine intervalu (a, b). Dokonca
sta¢l uvaZzovat priestor & (a,b) so spocitatelnym systémom polonoriem, konkrétne

polonoriem tvaru py,.. .1 (pre kazdé n € N), pricom plati hm r, =aa lim s, =b.
n—oo

Nech T je systém polonoriem na vektorovom priestore V. Hovorime, ze postupnost
X = (zn)nen vektorov priestoru V' konverguje, ak existuje vektor xg € V taky, ze
pre kazda polonormu p € T plati lim p(x, — ) = 0.

n—roo

Hovorime, Ze systém polonoriem I" na vektorovom priestore V spliia Hausdorffovu
podmienku, ak pre kazdy nenulovy vektor x € V existuje polonorma p € I' taka, ze
p(x) > 0. Hausdorffova podmienka ndm zarucuje jednoznacénost limity postupnosti
vektorov.

Nech {p, : n € N} je spocitatelny systém polonoriem na vektorovom priestore
V, ktory spliia Hausdorffovu podmienku. Potom mézeme na priestore V definovat
metriku predpisom

— pn - ) v 12
27" re kazdé x,yeV.
Z 1 +pn €r — y) P v
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ZUPLNENIE NORMOVANEHO PRIESTORU

Nech U je vektorovy priestor nad polom F s normou || - ||y. Hladdme Banachov
priestor V nad polom F s normou || - ||y taky, Ze:

o Vektorovy priestor U je izomorfny s nejakym vektorovym podpriestorom W
priestoru V, t.j. existuje injektivne zobrazenie i : U — V s vlastnostami:
i(x +y) =i(z) + i(y), i(ax) = ai(z) pre kazdé z,y € U, a € F.

o Normy spliiaji nasledujiicu podmienku: ||i(z)|ly = ||=||y pre kazdé = € U.

o Mnozina W je hustd v priestore V, t.j. pre kazdy vektor y € V existuje
postupnost x = (2, )nen vektorov priestoru W s vlastnostou lim z, = y.
n— oo

Najskor zavedieme vektorovy priestor U, ktory je tvoreny vietkymi Cauchyov-
skymi postupnostami priestoru U.

Nech x € U, t.j. x = (zn)nen je Cauchyovskd postupnost vektorov priestoru U.
Pretoze pre kazdé n,m € N plati

izl = lemll] < llon = zmllv,

(lznllv)nen je Cauchyovskéd postupnost redlnych cisel, teda musi mat limitu.
Pomocou nej definujeme polonormu p v priestore U, t .j. pre kazdé x € U polozime

p(x) = lim [,

Nech P je vektorovy podpriestor priestoru U, ktory je tvoreny tymi postupnostaml
x € U, pre ktoré plati p(x) = 0. Symbolom V ozna&ime faktorovy priestor U/P.
Jeho normu ozna¢ime symbolom || - ||y. Pripomenime si, ze pre kazdé x € U plati

Iy = p(x) = Tim [l o

Zobrazenie i : U — V definujeme pre kazdé x € U predpisom i(z) = [(z)nen], kde
(Z)nen je konstantna postupnost. Polozme W =1Imi = {i(z) : x € U}.

Najskor ukaZeme hustotu mnoziny W v priestore V. Nech x € U. Ukézeme, Ze
plati

nli)rréoz(mn) = [x].

Nech € > 0. Pretoze postupnost x = (x,,)nen je Cauchyovska,

Ing €N Vn,k>ng: ||z, — a2kl <e.

Nech k > ng je pevne zvolené. Potom plati

166 = i)l = l[(n = 2)nenllv = tim Jlzn — zillo <e.
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Tym sme dokézali, ze plati i(x,) — [x].

Ukéazeme, 7Ze priestor V je tuplny.

Nech ([%1])nen je Cauchyovskd postupnost vektorov priestoru V.
Vyuzijeme uz dokazané tvrdenie, ze mnozina W je husta v priestore V.

1

Nech n € N je pevne zvolené. Potom pre ¢ = - existuje 2, € U také, Ze plati

] = Gy < 5

Ukézeme, Ze (i(zn))nen je Cauchyovskd postupnost vektorov priestoru V. Naozaj,
nech n,m € N. Potom

[i(zn) = i(zm)llv < li(zn) = Bnlllv + [[xn] = Bm]llv + [Bem] = i(zm)llv <

1 1
<= n) — [Xm —.
=+ |xa] — Bl v+ —

Pretoze pre kazdé n,m € N plati ||i(z,) — i(zm)||lv = ||zn — 2m|lU, postupnost
Z = (2n)nen je Cauchyovska v priestore U. Teda z € U.

Ukézeme, Ze [x,] — [z]. Naozaj, pre kazdé n € N plati

I1xn] = [2llv < ] = i(za)llv + [li(zn) = [2l]lv < %+ [i(zn) — [2][lv-

Staci si uz len uvedomit, ze plati lim i(z,) = [z].
n— 00

SKALARNY SUCGIN

Nech V je vektorovy priestor nad po- Nech V je vektorovy priestor nad po-
Tom R. Skaldrny sicin na vektorovom Iom C. Skaldrny sicin na vektorovom

priestore V je zobrazenie priestore V' je zobrazenie
(\|):VxV =R (-|Y:VxV=C

také, ze pre kazdé x,y,z € X také, ze pre kazdé z,y,z € X

a pre kazdé a € R plati a pre kazdé a € C plati

(a) (z|z) = 0; (a) (z]z) = 0;

(b) {z|z) = 0 prave vtedy, ked z = 0; (b) (z|x) = 0 préve vtedy, ked z = 0;

) )
) b)

¢) {z+ylz) = (z|z) + (yl2); )
) )
)

(
( (©) (z+ylz) = (x]z) + (yl2);
(d) {azly) = afzly); (d) {azly) = afzly);
(e) (zly) = (ylz). (e) (zly) = (ylz).
Nach V je vektorovy priestor nad polom F. Potom funkcia || - || : V' — R, ktora je

definovana pre kazdé z € V predpisom

2] = v/ (xlz),
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je norma na vektorovom priestore V.

Hilbertov priestor je vektorovy priestor V' so skaldrnym stcinom, ktory je uplng,
t.j. kazd4 Cauchyovské postupnost vektorov priestoru V konverguje.

Lema 2. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom. Potom pre kaZdé
z,y €V a pre kaZdé o € F plati

(x — aylz — ay) = (z|z) —alzly) — alzly) + aalyly).

Veta 3. (Cauchyho-Schwarzova nerovnost) Nech V' je wvektorovy priestor so
skalarnym sucinom. Potom pre kazdé x,y € V plati

(2l = llzlllly]l- (2)
Pritom rovnost nastdva prdve vtedy, ked vektory x, y su linedrne zdvislé.

Dékaz. Ak x =0 alebo y = 0, potom (z|y) = 0, teda (2) zrejme plati.
Predpokladajme, Ze y # 0. Polozme

Potom podla lemy 2 dostdvame

0 £ (z — ayle — ay) = (z]z) — a(zly) — afzly) + aalyly) =
o G Gl Gl G,
= {alo) (yly) (wly) (yly) (@ly) + Wly) () (wiy)
1 _ 1 )
= ({ale) (wly) — (aly)Taly)) = Ty (2l = 1alo)l)

Odtial mame [{z|y)|? < (z]z)(y|y).

Teraz predpokladajme, 7e plati rovnost |(z|y)|> = (z|z)(yly). Ak z = 0 alebo
y = 0, potom vektory x, y st linedrne zavislé. Ak y # 0, potom (z — ay|z — ay) = 0,
preto x — ay = 0, ¢ize vektory z, y st linedrne zavislé.

Teraz predpokladajme, Ze vektory x, y st linedrne zavislé. Vzhladom na symetriu
dokazovanej rovnosti staéi preskimat pripad z = Sy, kde 8 € F. Potom

(zlz) = (BylBy) = BByly) = 1B1*(yly),
[aly) | = [Byly) [ = 18ly)* = 18 yly)?,

teda

[(ly)|* = (z|z) (yly)-
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Podla lemy 2 pre fubovolné a,b € V plati

(a — bla — b) = {(a|a) — 2Rela|b) + (b|b), (3)
(a + bla + b) = (ala) + 2Re(alb) + (b]b). (4)

Teraz uz moézeme Tahko dokézat trojuholnikovii nerovnost pre vektory. Stacdi sa
odvolat na Cauchyho-Schwarzovu nerovnost (2). Naozaj, podla (4) mame
la +blf* = [la]|* + 2Re(alb) + [|b]]* <
< lall + 2/(alb)] + [b]2 < [lal® + 2llal o]l + 611> = (lall + [1b])°.
Tym sme ukdzali, Ze Tubovolné a,b € V plati

lla+ bl = [lall + [Ib]].

Z rovnosti (3) a (4) bezprostredne dostdvame tzv. rovnobeznikové pravidlo:
lla +BIf* + [la — bl|* = 2[|a]|* + 2(1b]>. ()

Vsimnime si, Ze hoci vo vzorci (9) sa skaldrny stéin nenachadza, pouzili sme ho pri
jeho odvodeni. Ako sa mozete presvedcit na priklade priestoru €[0, 1], prepojenie
velkosti vektora so skaldrnym stéinom, ktoré je vyjadrené vzorcom ||z|| = /{x|z),
je pri odvodeni rovnobeznikového pravidla podstatné.

Priklad 11. Nech V' = %[0,1] je priestor vSetkych spojitych redlnych funkcii
definovanych na intervale [0, 1]. Normu na tomto priestore definujeme predpisom

I/l = max [f(z)]

z€[0,1]
pre kazdé f e V.

UkazZeme, Ze v tomto priestore neplati rovnobeznikové pravidlo. Definujme funkcie
f, g predpismi f(z) = 1, g(z) = x pre kazdé = € [0, 1]. Zrejme s to spojité funkcie,
pricom plati

If+al?+1f -9l =4+1=5,
20£1% + 209> =2 +2=4.

Ako vidime, rovnobeZnikové pravidlo neplati. To znamend, Ze v tomto priestore
neexistuje skaldrny stéin, pre ktory by platila rovnost ||z|| = \/{z|z).

ORTOGONALITA

Nech V je vektorovy priestor so skalarnym sac¢inom. Hovorime, ze dva vektory
x,y € V su ortogondlne, ak (x|y) = 0. Zapisujeme to z L y. Ortogondlny doplnok
mnoziny A C V definujeme predpisom

At ={zx €V :z 1 apre vietky a € A}.

Priamo z rovnosti (4) vyplyva nasledujtce tvrdenie.
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Tvrdenie 13. (Pytagorova veta) Nech V je wvektorovy priestor so skaldrnym
suc¢inom. Nech x,y € V. Ak x L y, potom plati

lz +yl* = [l + llyl]*.

Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sti¢inom. Mnozina vektorov £ C V sa
vola ortonormdlna, ak

(a) pre kazdé u € E plati ||u]| =1,
(b) pre kazdé u,v € E, u # v, plati v L v.

Lema 3. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom. Predpokladajme, Ze
{e1,...,ex} CV je konecnd ortonormdlna mnoZina vektorov. Nech x € V. Polozme

k
- 3 tieale

n=1

Potom plati
k
Iyl =D [(@len)]®
n=1

= [lyll* + llz — y|I*.

Pretoze y L (x —y), podla turdenia 13 plati

Désledok 1. Nech V' je vektorovy priestor so skalarnym sucinom. Predpokladajme,
Ze {e1,...,ex} C V je koneénd ortonormdlna mnoZina vektorov. Nech x € V.

Potom plati
k

Z (@len)® < Il

Veta 4. (Besselova nerovnost) Nech V' je vektorovy priestor so skaldrnym sicinom.
Predpokladajme, Ze {ei,es,...} C V je nekonednd spocitatelnd ortonormdina

o0
mnoZina vektorov. Nech x € V. Potom rad Y |(x|en)|?
n=1

[eS)
> lalea)® < ).
n=1

konverguje, pricom plati

Pripometime si, ze vzdialenost bodu x € X od neprézdnej mnoziny ¥ C Y sa
v metrickom priestore definuje predpisom

dist(z,Y) = inf d(z, 2).

z€Y

V normovanom priestore tento vzorec prejde do tvaru

i Y) = inf ||z — z||.
dist(z,Y) inf |z — |
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Tvrdenie 14. (O najlepSej aproximécii) Nech Y je neprdzdna uzavretd konvexnd
podmnozina v Hilbertovom priestore X. Potom pre kaZdé v € X existuje prdve
jeden vektor y € Y taky, Ze

— |l = dist(z,Y) = inf ||z — z|.
|z -yl = dist(z,Y) Zlgyllx z||

Dokaz. Nech x € X. Polozme

D={|lzx—=z]:2€Y}, d=infD.
Nech n € N. Ak by pre kazdé z € Y platilo d+1/n < ||z —z||, potom by ¢islo d+1/n
bolo dolnym ohrani¢enim mnoziny D, teda by sme mali d+1/n < inf D = d, ¢o by
bol spor. Teda musi existovat z, € Y také, ze d+1/n > ||z — z,||. Pretoze infimum

je dolné ohranicenie, mdme d < ||z — z,||. Pretoze n € N bolo Tubovolné, ukézali
sme, Ze existuje postupnost (z,)nen prvkov mnoziny Y taka, ze

lim ||z — z,| = d. (6)

n—oo

Nech m,n € N. Polozme a = || — 2y, b = ||z — z»||. Z rovnobeznikového pravidla
vyplyva, ze plati

122 = (20 + 2m)lI” + |20 = 2ml|® = 2[l& = 2z |1 + 2/|z = 2|2,
odkial po malej iprave dostédvame
ll2n — Z7n||2 =2z — ZmH2 +2[|z — ZnH2 —A4fjr — (%Zn + %Zm)n2

PoloZzme z = %zn + %zm. Pretoze mnozina Y je konvexna, plati z € Y. Pretoze
potom ||z — z|| € D, plati ||z — z|| = d. Odtial vyplyva

20 = 2ml|?* < 2]z = 2w |1* + 2l — 2a||* — 4d*.

Premyslite si, ako tédto nerovnost dokazuje, Ze postupnost (z,)nen je Cauchyovska.
Pretoze priestor X je uplny, tdto postupnost musi konvergovat k nejakému y € X.
Pretoze mnozina Y je uzavretd, plati y € Y. Zrejme

d= lim ||z — 2z,| = ||z — y]|.
n— oo

Nakoniec dokdzeme jednoznacnost. Nech y, 1y’ € Y st také, ze
le —yll =d=llz =y

V predchidzajtcej Casti sme ukazali, Ze kazda postupnost (2, )nen prvkov mnoZiny
Y, pre ktoru plati (6), je Cauchyovska. Pre aj postupnost

vy vy

je Cauchyovska. Ale to je mozné len vtedy, ked y = 3/'. O
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Veta 5. (Ortogondlny rozklad) Nech Y je uzavrety vektorovy podpriestor Hilber-
tovho priestoru X. Potom kaZdy vektor x € X mozno vyjadrit jedingm spdosobom
vitvare x =u+v, kdeu €Y av e YL,

Dokaz. Nech x € X. Podla tvrdenia 14 existuje prave jeden vektor u € Y taky, Ze

—ul| =di Y) = inf ||z — z|.
i =l = dist(z,¥) = inf o — 2]

Polozme v = x — u. UkdZeme, 7e v € Y1, t.j. Ze pre kazdé y € Y plati v L y.
Nech teda y € Y, y # 0. Podla lemy 2 mame

lv = ayl* = [Jv]|* = a(vly) — alvly) + aa|y|*.
Pre
o)
lly[I?
odtial po malej iprave dostdvame
2
T = ol = o — el

Pretoze u,y € Y, mame u + ay € Y. Potom
[o]| = dist(z,Y) = [lz = (u+ ay)l| = [lv — ayl,
preto

[{vly)]*
Iyl

Odtial vyplyva, Zze plati (v|y), t.j. v L y. Pretoze y € Y bolo Iubovolné, mame
veYt.

A

0.

Nakoniec ukézeme jednoznaénost. Nech = v/ + v/, kde v/ € Y, v/ € Y+. Potom
u+v=x=u 4+, odkial

You—u=v —-veY™t.

Pretoze Y NY -+ = {0}, mame u — u =0 —v= 0. To znamena, Ze u = u,v="1".
’ ) ’
O

ORTONORMALNA BAZA

Nech V' je vektorovy priestor so skaldrnym stéinom. Nekone¢nd spocitatelnd
ortonormélna podmnozZina F = {e1, e, €3,...} priestoru V sa vola ortonormdlna
bdza priestoru V, ak kazdy vektor x € V mozno vyjadrit v tvare

o0

T = Z<x|en>en.

n=1

k
Vsimnime si, ze ¢iastoéné suéty tohto radu ) (x|e,)e, st vektory patriace
n=1
do linearneho obalu mnoziny E. Teda vektor x, ako limita postupnosti tychto

Clastoc¢nych suctov, patri do uzaveru mnoziny Sp F. Teda pre ortonormalnu bazu
E plati C1(Sp F) = V. Inymi slovami, mnozina Sp F je hustd v priestore V.
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Tvrdenie 15. Nech (2, )nen je ortogondlna postupnost v Hilbertovom priestore H.

oo oo

Potom rad Y z,, konverguje prdve vtedy, ked > ||z,||* < co. V takomto pripade
n=1 n=1

plati

2

- 2
= 2 llzall®
n=1

0
Z In
n=1

[ee]
Dékaz. Nech (S, )nen je postupnost ¢iastoénych suctov radu . zp, t.j.
n=1

n
Sy = in pre kazdé n € N.

i=1

o0
Nech (s,,)nen je postupnost ¢iastoénych stctov radu > ||z, ||?, t.j.
n=1

n
Sp = Z l|l;]|? pre kazdé n € N.
i=1
Potom podTa tvrdenia 13 pre kazdé k,n € N mame

| Sntr — Sn||2 = [|pt1 + - + xn+kH2 = ||$n+1H2 +ot Hxn-‘rkHQ = Sn+k — Sn-

Odtial vyplyva, Ze postupnost (S, )nen je Cauchyovskd v priestore H prave vtedy,
ked ¢éiselnd postupnost (s, )nen je Cauchyovska.

K dokonceniu dokazu si stac¢i uvedomit, Ze pre kazdé n € N plati ||S,[|? = s,.

Désledok 2. (Parsevalova rovnost) Nech {ej,es,...} C H je nekoneénd spoéita-
telnd ortonormdlna mnozina vektorov v Hilbertovom priestore H. Ak vektor x € H

oo} o0
mozno vyjadrit v tvare x = 5 (zlen)en, potom Y |(xnlen)|* < oo, pricom plati

n=1 n=1
0o

H-T||2 = Z ‘<$n‘en>|2~
n=1

Pripomenme si tiez Gramov-Schmidtov ortogonalizacny proces. Predpokladajme,
Ze mame mnozinu {zy,...,z,} C V linedrne nezavislych vektorov, kde V je
vektorovy priestor so skalarnym stcinom. Gramov-Schmidtov algoritmus nam
umoziiuje definovat ortonormalnu mnozinu vektorov {ey,...,e,} CV taka, ze

Sp{e1,...,en} =Sp{z1,..., 2} (7)

Postupujeme nasledujicim spésobom:
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1 .
Polozme e, = le. Predpokladajme, Ze st uz definované vektory eq,...,eg.
T

PoloZzme
k

Ykt kde Y1 = app1 — D (zrales)e
=1

1
i1 = ——
T ksl

Tento algoritmus mozeme pouzit aj pre Tubovolni nekone¢nti spoéitatelnit mno-
Zinu {x1, xa, ... } linedrne nezavislych vektorov, samozrejme len v nekone¢norozmer-
nom vektorovom priestore so skaldrnym stc¢inom. Gramov-Schmidtov algoritmus
nam umoziuje definovat nekonecénii spoéitatelni ortonormalnu mnozinu vektorov
{e1,e2,...} takd, ze (7) plati pre kazdé n € N.
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