Baireova veta.

Definicia. Mnozina A C X sa nazyva riedka, ak Int(Cl A) = ().

Veta. Mnozina A C X je riedka prdve vtedy, ked kaZdd meprdzdna otvorend
mnozina G C X md taki neprdzdnu otvorent podmnoZinu H C G, Ze HN A = ).

Doékaz. 1. Nech A je riedka. Nech G C X je neprazdna otvorend mnozina.
Predpokladajme, ze G C Cl A. Vyberme zy € G. Potom

zo € G =Int G C Int(C1 A) = 0,

¢o je spor. Tento spor ukazuje, ze musi existovat bod yo € G taky, ze yo ¢ ClA.
Polozme
H=G\ClA=GnN(X\ClA).

Zrejme mnozina H ma pozadované vlastnosti.

2. Nech A nie je riedka. Potom Int(Cl A) # (. Polozme
G =Int(Cl A).

Zrejme G je neprazdna otvorend mnozina v X. Nech H C (G je neprazdna otvorend
mnozina. Nech zg € H. Zrejme iy € Cl A. Pretoze H je otvorené okolie bodu x,
plati HN A # (.

Definicia. Mnozina A C X sa nazyva mnozina prvej Baireovej kategdrie, ak je
spocitatelnym zjednotenim riedkych mnozin. Ak mnozina A C X nie je prvej
Baireovej kategorie, hovorime, ze je druhej Baireovej kategorie.

Baireova veta. Nech X # (0 je tiplny metricky priestor. Potom mnozina X je
druhej Baireovej kategorie.

Dokaz. Nepriamo. Predpokladajme, ze mnozina X je prvej Baireovej kategdrie.
Teda existuju riedke mnoziny X,, C X, pre ktoré plati

X = D X,.
k=1

Vyberme zy € X. Polozme ro = 1. Potom gula B(xg,7() je neprazdna otvorend
mnozina. PretoZe mnozina X je riedka, existuje gula B(z1,01) taka, Ze

B(z1,61) C B(xo,70),

pre ktort plati X3 N B(x1,d1) = (). PoloZme

2

r1 =min(3, %).

Potom X; N ClB(zy,71) = 0.



Tento postup opakujeme. Takto zostrojime postupnost gal B(zy,,r,), pre ktoré
bude platit

XkﬁCIB<.’L‘k,Tk) =0 (k: 1,27...>

lim r, =0
k—o0

ClB(z1,m) 2 C1B(za,72) 2 -+ 2D Cl B(wg, 1) 2 - -
Potom existuje bod = € X taky, ze

x € ClB(zg, ) (k=1,2,...).

Pritom « ¢ |J X,.
k=1
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Baireova veta. Ak Ay, Ay, As,... st uzavreté podmnoziny upiného metrického
priestoru X # 0, pricom
(oo}
X =] 4,
n=1

potom aspori jedna z mnoZin A, md neprdzdne vnitro, t.j. nejakd otvorend gula je
jej podmnozinou.

Dokaz. Predpokladajme, ze uvedené tvrdenie nie je pravdivé, t.j. ze ziadna otvorend
gula nie je podmnozinou ziadnej z mnozin A,,.

Vyberme lubovolnym sposobom otvorent gulu B(xg, 7). PretoZe ziadna otvorend
gula nie je podmnozinou mnoziny A;, mnozina Gy = B(zg,r0) \ A1 je neprazdna.
PretoZe mnozina A; je uzavretd, mnozina Gy = B(zg,r9) N (X \ A1) je otvorend
(je prienikom dvoch otvorenych mnozin).

Vyberme Iubovolnym spésobom bod z; € G. Pretoze mnozina G je otvorena,
existuje r; > 0 také, ze B(x1,2r;) C G;. Pritom r; mozeme vybraf tak, aby
platilo r; = 7. Pretoze Ziadna otvorena gula nie je podmnozinou mnoziny Ao,
mnozina Go = B(x1,71)\ A3 je neprazdna. PretoZze mnozina As je uzavretd, mnozina
G2 = B(x1,71) N (X \ A2) je otvorend (je prienikom dvoch otvorenych mnozin).

Vyberme Iubovolnym spésobom bod z5 € G5. Pretoze mnozina G5 je otvorena,
existuje ro > 0 také, ze B(x9,2r2) C G. Pritom 79 mozeme vybraf tak, aby
platilo ro = Z§. Pretoze Ziadna otvorena gula nie je podmnozinou mnoziny As,
mnozina G = B(x2,72)\ A3 je neprazdna. PretoZze mnoZina As je uzavretd, mnoZina
G3 = B(x2,7m2) N (X \ A3) je otvorend (je prienikom dvoch otvorenych mnozin).

Tento postup opakujeme. Takto moZeme zostrojif postupnost otvorenych guli
B(zg,r0), B(x1,71), B(x2,72), ... s vlastnostou

B(zy,2ry,) € B(tp-1,"n-1) \4n (n=1,2,3,...), (1)

pricom pre polomery r, bude platit r, < 5%. Odtial vyplyva, ze lim r, = 0.
n—oo
Lahko sa overi, Ze (z,)nen je Cauchyovskd postupnost. Totiz, pre m > n mame
Tm € B, Tm) C B(xn, ), odkial d(x,,, z,) < r,. PretoZe priestor X je Gplny,

existuje x € X také, ze ¢ = lim =z,. Prechodom k limite pre m — co v nerovnosti
n—oo

d(Tm, Ty) < 1y dostéavame d(z, zy,) < 7y, (pre kazdé n). Odtial d(z, z,) < rp < 27y,
¢o dava = € B(zy, 2ry,). Vzhladom na (1) mame z ¢ A,,. Teda

X GAH.

n=1
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