Euklidov algoritmus sluzi na vypodet najvicsieho spolo¢ného delitela (greatest
common divisor, v skratke gcd) dvoch kladngch celych ¢isel. Vysvetlime si jeho
povodnu verziu, ktora je zalozend na od¢itani. Konkrétne, na opakovanom pouziti
nasledujucich pravidiel:

Nech k, n st kladné celé cisla.
1) Ak k > n, potom ged(k,n) = ged(k —n,n).
2) Ak k < n, potom ged(k,n) = ged(k, n — k).
3) Ak k = n, potom ged(k,n) = n.

Najskor si ukdzeme ako funguje tento algoritmus pri vypocte najvacésieho spo-
loéného delitela ¢isel 15 a 20. Ideme teda poéitat hodnotu ged(15, 20).
Najskor strucne:

prvy krok druhy krok treti krok stvrty krok
+ + + +
ged(15,20)=gcd(15,20—15)=gcd(15,5)=gcd(15—5,15)=gcd (10,5)=gcd(10—5,5)=gcd(5,5)=5.

T T
druhé pravidlo prvé pravidlo prvé pravidlo tretie pravidlo

Teraz podrobnejsie:

V prvom kroku mame k = 15, n = 20. PretoZe k < n, podla druhého pravidla
dostavame
ged(15,20) = ged(15,20 — 15).

Vypocet hodnoty ged(15,20) sme teda previedli na vypocet hodnoty ged(15,5).

V druhom kroku méme k = 15, n = 5. Pretoze k > n, podla prvého pravidla
dostavame
ged(15,5) = ged(15 — 5, 5).

Vypocet hodnoty ged(15,5) sme teda previedli na vypocet hodnoty ged(10,5).

V tretom kroku méme k = 10, n = 5. Pretoze k > n, podla prvého pravidla
dostavame
gcd(10,5) = ged (10 — 5,5).

Vypocet hodnoty ged(10,5) sme teda previedli na vypocet hodnoty ged(5, 5).

Vo gtvrtom kroku méame k = 5, n = 5. Pretoze k = n, podla tretieho pravidla
dostavame
ged(5,5) = 5.

Tu vypocty koncia. Rovnosti ziskané v jednotlivych krokoch mézeme teraz spojit
do retazca, ktory sme uviedli vyssie. Odtial priamo vidime, ze ged(15,20) = 5.

Vsimnime si, ze vypocty v jednotlivych krokoch sme robili pouzitim prvych dvoch
pravidiel az dovtedy, kym sme nedostali dvojicu rovnakych éisel (a teda v dalsom
kroku sme uz nemohli pouzit ani jedno z tychto dvoch pravidiel). Vtedy prisiel
¢as na pouzitie tretieho pravidla, ¢o je pre tento algoritmus klucové. Totiz prvé dve
pravidla nedavajua finalny vysledok, len prevadzaju vypocet najvac¢sieho spoloéného
delitela dvojice kladnych celych ¢isel na vypocet najvicsieho spoloéného delitela inej
dvojice kladnych celych ¢isel. AZ tretie pravidlo dava ako svoj vysledok konkrétne
¢islo, ¢im pouzitie algoritmu konéi. Ukazeme, Ze takto to funguje pri kazdom pouziti
Euklidovho algoritmu.



Ako sme uviedli vysSie, prvé dve pravidla prevadzaju vypocet najviacsieho spo-
lo¢ného delitela dvojice kladnych celjch ¢isel na vypocet najvicsieho spoloéného
delitela inej dvojice kladngch celych ¢isel. Ukdzeme, Ze tieto pravidld st vymyslené
tak, Ze sa pritom pévodnd uloha redukuje na jednoduchs$iu tlohu v tom zmysle,
ze dvojica kladnych celych ¢isel na vystupe ma mensi sticet ako dvojica kladnych
celych cisel na vstupe.

Nech p # ¢ st kladné celé ¢isla. PouZzitim ktoréhokolvek z prvych dvoch pravidiel
dostavame

ged(p, ) = ged(p', ¢'), pricom p+q > p' +¢.

Naozaj,

ak p > ¢, potom p' +¢' = (p—q) +q=p <p+g¢;
ak p < gq,potomp' +¢ =p+(¢—p)=qg<p+q.

Pozrime sa teraz na situiciu po prvych j krokoch za predpokladu, ze v kazdom
z nich sme pouzili prave jedno z prvych dvoch pravidiel:

ged(k,n) ? ged(ky,ny) ? ged(ka, ng) ? ged(ks,m3) = - - ? ged(kj, ny).
prvy krok druhy krok treti krok j-ty krok

Ako sme ukéazali vyssie, plati
§> 81 > 82 >83 > > 8y,

kde s = k+mn, s1 = k1 +n1, s2 = ko +ng, 83 = ks +ns, ..., s; = k; +n; st kladné
celé ¢isla.

Pretoze kladnych celych ¢isel mensich ako &islo s existuje len konecne vela, ¢islo
j nemdze byt Tubovolne velké. Inymi slovami, existuje také juax, Ze v prvych juax
krokoch sa pouzije prave jedno z prvych dvoch pravidiel, ale v nasledujicom kroku
uZ nie je mozné pouzit ani jedno z prvych dvoch pravidiel. To vSak znamena, Ze sa
pouzije tretie pravidlo, éim vypodet najvicsieho spoloéného delitela kondi.



Na zéver overime korektnost pouzitych pravidiel.

Definicia.
Nech k a n st celé ¢isla. Hovorime, ze ¢islo k je delitelom ¢&isla n, ak ¢islo n moZzno
vyjadrit v tvare n = k - £, kde £ je vhodné celé ¢islo. Inymi slovami: ak rovnica

n=k-/

(s neznamou ¢) mé celoéiselny koreti. Zapisujeme to k|n.

Tvrdenie 1.
Nech r, s, t st celé éisla. Ak r|s a r|t, potom plati r|(s +1t) ar|(s —1).

Dékaz. Nech r|s a r|t.
Pretoze r|s, existuje celé ¢islo ¢ také, ze plati s = r - £1.
Pretoze r|t, existuje celé ¢islo ¢o také, ze plati t = r - £5.

Najskor ukazeme, ze r|(s + t):
s+t=r-bi+r-ly=r-(l1+/0).
Polozme ¢ = {1 + 5. Zrejme { je celé Cislo, pre ktoré plati
s+t=r-L

Preto r|(s + t).

Teraz ukdzeme, Ze r|(s — t):
s—t=r-by—r-ly=1-(l;—{s).
Polozme ¢ = {1 — {5. Zrejme { je celé Cislo, pre ktoré plati
s—t=r-4.

Preto r|(s —t).

Tvrdenie 2.
Nech a, b st nenulové cel€ ¢isla. Potom ged(a,b) = ged(a — b, b).

Dokaz.

Polozme dy = ged(a,b), do = ged(a — b, b). Pretoze dila, dq|b, podla tvrdenia 1
méme di|(a — b). Teda &islo d; je spoloénym delitelom &isel a — b, b. Pretoze ds je
najvicsi spoloény delitel éisel a — b, b, plati d; < ds.

Pretoze da|(a — b), da|b, podla tvrdenia 1 mame dz|((a — b) + b), t.j. d2|a. Teda
éislo do je spoloénym delitelom ¢isel a, b. Pretoze di je najvicsi spoloény delitel
¢isel a, b, plati do < dj.

Ukézali sme, ze di < dy < dq, odkial di = ds.



