BERNOULLIHO NEROVNOST

Nech a > 0, a # 1. Nech 0 < A < 1. Pretoze funkcia y = a® je konvexn4, bod [\, a*]
lezi pod secnicou grafu funkcie y = a®. Odtial vyplyva, Ze plati

ad <al+1-—\

as1: Y ’ O<a<l: 1

y=ax+1-x
y=ax+1-x
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YOUNGOVA NEROVNOST

Veta 1. Nech «, B, z, y st kladné€ cisla, pricom a+ 8 = 1. Potom plati
z®y’ < ax + By,

pri¢om rovnost plati prdve vtedy, ked x = y.

Dokaz. Pre x # y pouzijeme Bernoulliho nerovnost v tvare
o
x x
() <a- () f1-a
Y Y

Youngova nerovnost sa castejSie uvddza v nasledujicom tvare:

Veta 1°. Nech a, b, p, q st kladné cisla, pricom % + % = 1. Potom plati

a? bl
a/bg 7—"_77
p q

pri¢om rovnost plati prdve vtedy, ked aP? = b?.



Nech (X,.7, 1) je priestor s mierou. Ak f je meratelnd funkcia definovana na mnozine

X a0 < p < oo, definujeme
1/p
151 = ([ 177 an)

(priptstame aj moznost, Ze || f||, = 00). Ozna¢me L?(X, ., 1) mnozinu vetkych takych
funkcii f, pre ktoré || f||, < oo. Pritom nebudeme rozliSovat medzi funkciami, ktoré
sa navzdjom rovnaji skoro vSade. Oznacenie L?(X, .7, 1) budeme skracovat na LP(u),
L?(X), alebo jednoducho L? v pripadoch, ked to nebude viest k nedorozumeniu.
P
Pretoze pre kazdé f,g € LP mame ’% < [max(|f|, |g)]P < |f|” + |g|?, plati

f+ g € LP. Odtial sa uz lahko vidi, Ze L? je linedrny priestor.
HOLDEROVA NEROVNOST
Veta 2. Nechl <p<ooa %—i—% =1 (tjq=p/(p—1)) Ak [ a g si meratelné funkcie

na X, potom

(1) 1fglly < If1l, llgllg -
V pripade, e f € LP a g € L, plati fg € L' a v tomto pripade plati rovnost v (1) prdve
vtedy, ked o|f|P = Blg|? skoro vSade pre nejaké konstanty o, B s vlastnostou aff # 0.

Dékaz. Tvrdenie je zrejmé v pripade, Ze ||f|l, = 0 alebo ||g|l; = 0 (pretoze potom f =0
alebo g = 0 skoro vsade), alebo ak ||f||, = oo alebo ||g|l; = co. Okrem toho, v§imnime
si, ze ak (1) plati pre konkrétne f a g, potom tiez plati pre vSetky skaldrne nasobky
funkcii f a g. Naozaj, ak nahradime funkcie f a g funkciami af a bg, obidve strany v
(1) sa zmenia o faktor |ab|. Teda sta¢i dokazat (1) v pripade, ze | f||, = ||g]lq = 1. Teraz
pouzijeme Youngovu nerovnost v tvare z vety 1’. Dostaneme

F@)g(@)] < L @)+ Llg(a)[".

Po integrovani dostaneme

I£lls < ;/|f|pdu+3/|g|qdu:;+§: 1= 71, llgll, -

O

Ak 1 < p < o0, ¢islo ¢ = p/(p — 1), t.j. ¢islo, pre ktoré plati %—I—% = 1, sa vola
konjugované ¢islo k ¢islu p.

MINKOWSKEHO NEROVNOST

Veta 3. Ak1<p<ooaf,g€LP, potom

1 +gll, <I1F1, + llgll,, -



Dokaz. Nerovnost zrejme plati pre p = 1, ako aj v pripade f + g = 0 skoro vSade. V
opa¢nom pripade si v§imneme, Ze plati

If+9lP < (If1+ gDl f + 9P

a pouzijeme Holderovu nerovnost, kde (p — 1)g = p, pri¢om ¢ je konjugované ¢islo k ¢islu
p. Odtial

/|f+g|”duS/IJ"IIfﬂJI]”*1 dp+ gl |f +g"" dp=

= IF1F+ gl N+ llg 1+ gl < UFI 117+ a7, + lall, [ 1 + 9P, =

1/q
= (W71, + gl ) (117 + 9711, = (1711, + gl ) ( it +9I”_1|"du> =

= (171, + g1, ( / f+g|pdu)1/q

Potom

1/p 1-(1/q)
I +al=([1r4arae) " =([ireara) <l + lal,.

g
o0
Nech X je normovany linedrny priestor. Hovorime, 7e rad Y x, konverguje, ak exis-
n O’gil
tuje x € X také, ze lim || > xk—x‘ = 0. Hovorime, Ze rad > x, konverguje absolutne,
n—oo ll g7 n=1

(&)
ak rad Y |z,| koverguje.
n=1

Veta 4. Normovany linedrny priestor X je uplny prdve vtedy, ked kaZdy absolitne kon-
vergentny rad v X konverguje.

[e.e]
Dékaz. Predpokladajme, 7ze X je uplny. Nech Y z, je absolitne konvergentny rad.
n=1

n
Polozme s, = Y zy. Potom

k=1
n+p n+p e’}

Iswir =sull = | 32 @l| < D2 laell < D2 flanll —o0.
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1

o0
Tym sme ukazali, Ze postupnost ¢iastoénych siuctov radu Y x, je cauchyovskd. Pretoze

n=1
oo
X je tplny, této postupnost musi konvergovat. Te podla definicie znamen4, ze rad > x,
n=1

koverguje.



Predpokladajme, 7e kazdy absolatne konvergentny rad v X konverguje. Nech {z,, }2° ;
je cauchyovskd postupnost v X. Potom existuji prirodzené &isla ny < ng < --- také, Ze
pre kazdé prirodzené €islo j plati ||z, —x., || < 277 pre kazdé m,n > n,. Polozme y; = z,,

k
ayYj = Tn; — Tn;_, pre kazdé j > 1. Potom }_ y; = x,, a
' =1

j=

o0 oo
Syl < ol + 3227 = gl +1 < o,
j=1 j=1

[ee]
¢im sme ukézali, Ze rad ) y; je absolitne konvergentny. Teda podla nasho predpokladu

Jj=1

0 k
rad > y; musi konvergovat. To znamend, Ze existuje lim > y; = kllrgo Zn, . Pretoze

j=1 k—oo j=1

postupnost {z,,}°2; je cauchyovskd a ma konvergentni podpostupnost, musi byt aj ona
konvergentna.

Veta 5. Nech 0 < p < co. Potom priestor LP je tiplng.

oo
Dokaz. Pouzijeme predchadzajucu vetu. Nech Y fi je absolitne konvergentny rad.
k=1

e} o0 &)
Ozna¢me jeho stcet B = Y ||fillp < oo. Polozme G,, = Y |fx] a G = >  |fx|. Po-
k=1 k=1 k=1
n
tom ||Grllp < D | fxllp < B pre kazdé prirodzené ¢islo n, teda podla vety o monoténnej
k=1
konvergencii (Beppo Levi) plati [GPdp = lim [GPdu < BP. Teda G € LP a $pe-
n—oo

o0
cidlne G(z) < oo skoro vsade, odkial vyplyva, ze rad > fr konverguje skoro vsade.
k=1

Ozna¢me jeho sicet symbolom F. Potom |F| < G a teda F' € LP. Okrem toho plati
n P

F-> fk‘ < (2G)? € L, teda podla Lebesgueovej vety o integrovatelnej majorante
k=1

dostavame

AN
=1 7 k=1

o0
Tym sme ukazali, ze rad > fi konverguje v priestore LP.
k=1

Tvrdenie 6. Nech 0 < p < oo. Potom mnozina jednoduchijch meratelngjch funkcii f =
n

Y. ajXp , kde p(Ej) < oo pre vsetky j, je hustd v priestore LP.

i=1 7

Aby sme doplnili obraz o priestoroch LP, zavedieme priestor odpovedajuci limitnej
hodnote p = co. Ak f je meratelnd funkcia na X, definujeme

[flloe = inf{a > 0; u({z € X;|f(z)| > a}) = 0},

kde inf() = co. Ozna¢me L*(X,.”,u) mnoZinu vietkych takych funkcii f, pre ktoré
[Ifllcc < o0. Pritom nebudeme rozliSovat medzi funkciami, ktoré sa navzajom rovnaji
skoro vSade.
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