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ABSOLUTNA HODNOTA

Najskor si zopakujme definiciu:
ak z > 0, potom |z| = z;
ak z < 0, potom |z| = —x;
ak z = 0, potom |z| = 0.

Vsimnime si, Ze plati: |x| = max(x, —z). To znamend, Ze absolitna
hodnota ¢isla z je vicsie z ¢isel x a —x. Samozrejme okrem pripadu,
ked ¢isla x a —x st rovnaké. Ale vtedy je Uplne jedno, ktoré z nich
pouzijeme. Ak a = b, potom max(a,b) =a =b.

Zakladné vlastnosti absolitnej hodnoty realneho ¢isla:

a) [0 =0;

b) ak x # 0, potom |z| > 0;

c) |zyl = |zl lyl;

d) |z +yl = |2 + |yl

PretoZe |x| = Va2, funkcia y = |z| patri medzi elementarne funkcie.
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1 0 1 2
Obr. 1. Graf funkcie y = ||
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NORMA

Pojem absolutnej hodnoty rozsirime. Nech X je okruh s jednotkou.
Predpokladajme, Ze kazdému = € X vieme priradit redlne ¢islo, ktoré
oznacujeme symbolom ||z, pricom:

a) [|0ff = 0;

b) ak x # 0, potom ||z| > 0;

<) llzyll = ll=l flyl;

d) llz+yll = llz] + [yl

Potom ¢islo ||z|| volame (algebraickd) norma prvku z.

Priklad. Nech p je pevne zvolené prvoéislo. Pripomerime si, ze p-adicka
valuacia nenulového celého ¢isla x je exponent najvicsej celociselnej
mocniny prvoéisla p, ktora deli ¢islo . Oznacujeme ju symbolom v, (z).
Teda

vp(2) = max{k € Z : p* deli z}.

Pritom kladieme v,(0) = co (zddévodnite).

Zakladné vlastnosti p-adickej valuacie:
1) vp(zy) = vp(@) +vp(y),
2) vp(z +y) = min(vy(2), vp(y))-
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Ukéazeme, 7ze pre kazdé prirodzené ¢islo k plati:
k < min(vy(z),v,(y)) = k < vp(z +v),

odkial uz vyplyva vlastnost (2).

Z podmienky k& < min(v,(z), v,(y)) mame
k+ 1= vp(), k+1 = vy(y). Potom pF+l|z, pF+lly, teda ptTt|(z + y).
Tym sme ukazali, ze k +1 < vy(x + y).

Ak z = a/b je racionélne &islo, jeho p-adicki valudciu definujeme
predpisom v, (z) = v,(a) — v,(b). Tato definicia je korektna. Skutocéne,
ak a/b = c¢/d, potom ad = be, teda z vlastnosti (1) mame
vp(a) + vp(d) = vp(b) + vp(c), t.j. vp(a) — vp(b) = vp(c) — vp(d).

Nie je fazké overif, ze p-adicka valuacia racionalnych ¢isel tiez spliia
(1) a (2). Teraz mozeme definovat p-adick normu nenulového racional-
neho ¢isla z predpisom

]l = pv(®.

Pritom kladieme ||0]|, = 0 (zd6vodnite).
Potom p-adickd norma je algebraickou normou, pre ktora plati
d*) [lz +yll = max(|[=]|, [[y[])-
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Priklad. Nech f je spojité realna funkcia definovana na intervale (a, b).
Polozme

[fII = sup{[f ()] : @ <z < b}.

Tym sme definovali tzv. supremovt normu na priestore %[a, b].
Pretoze kazda spojita redlna funkcia definovana na uzavretom a ohra-
ni¢enom intervale nadobtida svoje maximum, existuje £ € (a, b) také, ze

[fII' = 1£()]- Teda

[f]l = max{|f(z)| : a <2 < b}
Nech f, g € €Ja,b]. Pretoze pre kazdé = € (a, b) plati
[f (@) + g(2)] = [f(2) + lg(@)] < [1F1 + llgll

supremova norma ma vlastnost (d).
Ako vidime na obréazku 2, supremova norma vlastnost (c) nema.

Napriek tomu ista slabsia verzia vlastnosti (¢) zostédva v platnosti.
Staci pozadovat, aby jedna z funkcii f, g bola konStantna.
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y=xz(l—x)

Obr. 2.
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Nech X je vektorovy priestor nad telesom R vSetkych realnych cisel.
Predpokladajme, Ze kazdému x € X vieme priradit realne ¢islo, ktoré
oznacujeme symbolom ||z||, pricom pre kazdé z,y € X a pre kazdé ¢ € R

plati:
a) [|0f = 0;
b) ak = # 0, potom ||z|| > 0;
o) |ltxl = [¢][l];

d) llz+yll = llz]l + llyll-

Potom ¢islo ||z|| voldme (geometrickd) norma vektora .

Nie je tazké overit, Ze supremova norma z predchadzajiceho prikladu
je geometrickou normou.

EUKLIDOVSKA NORMA

Mnozina R* je kartézskym stc¢inom k képil mnoziny vietkych rel-
nych ¢isel R.
RF=Rx- xR
—_——

k ¢&initelov
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Nech Z = (21, ...,2;) € RF. Euklidovskti normu definujme takto:

Skalarny stéin dvoch vektorov T = (x1,...,25) a ¥ = (Y1,.--,Yk)
definujeme takto:

fgleyl_'_'i_xkyk

Euklidovski normu mézeme vyjadrif pomocou skaldrneho stc¢inu:
|z =vz-T.

CAUCHYHO NEROVNOST

Veta. Pre kazdé 7,7 € R* plati:

lz-gl <Izllyl-
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Dokaz. Pre kazdé realne cislo ¢ plati:
(tx—7) (tt—7) =tz -7|*>0.

Potom (7-7)t2 — 2(Z-y)t + 7 -y > 0. Mdme teda kvadraticky trojclen
premennej ¢, ktory nadobtida iba nezdporné hodnoty. Preto nemoze mat
dva rozne redlne korene. Jeho diskriminant teda nemdze byt kladng, t. j.
47-9)*—4(x-7)y-y)<0.Potom (z-4)> < (z-7)(y-¥), odkial

lz-z[ < |z |7l

Ukazeme, 7e euklidovska norma spliia (d):

IZ+71P=@+7)-@+7) =1 +2@ 7)+ I7]* <
_ — — — — —11\2
<\zPP+20z gl +171* =zl +7l)"-
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METRIKA

Nech X je (zvy€ajne neprazdna) mnozina. Hovorime, Ze na mnozine
X je dand metrika d, ak pre kazdé dva prvky z,y € X (¢asto ich volame
body priestoru X) je urcend ich vzdialenost d(x,y), ¢o je nezdporné
realne cislo. Pritom pozadujeme splnenie nasledujticich podmienok:

i) d(z,z) =0;

ii) ak & # y, potom d(z,y) > 0;

iii) d(z,y) = d(y,z);
iv) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).
Mnozina X s metrikou d sa nazyva metricky priestor.

Na kazdej neprazdnej mnozine X mozeme definovat trividlnu metriku
predpisom:
1, akz#y,

0, akzxz=uy.

d(z,y) = {

Metriku casto vytvarame pomocou normy:

d(z,y) = |z = yl-
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Lema. Nech X je metricky priestor. Potom pre kazdé x,y,z € X
plati:

Nech X je metricky priestor s metrikou d. (Otvorenou) gulou B(x,r)
so stredom v bode = € X a polomerom r > (0 nazyvame mnozinu vset-
kych tych bodov y € X, ktorych vzdialenost od bodu z je mensia ako
¢islo r. Teda

B(z,r)={y € X : d(z,y) < r}.

Hovorime, ze mnozina U C X je okolim bodu x € X, ak existuje
r > 0 také, ze plati B(z,r) C U.

POSTUPNOSTI A KONVERGENCIA

Hovorime, Ze postupnost {z, }2° ; bodov metrického priestoru X kon-
verguje k budu z € X, ak pre kazdé ¢ > 0 v guli B(z,¢) lezia vSetky
¢leny tejto postupnosti, s moznou vynimkou kone¢ného poctu ¢lenov.
Bod x sa vola limita tejto postupnosti. Piseme x,, — z.
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Je Tahké nahliadnut, Zze z,, — x préave vtedy, ked plati:
Ve >0 3ng € NVn >ng: d(z,,z) <e.

Inymi slovami, x,, — x prave vtedy, ked d(z,,x) — 0.
Postupnost v metrickom priestore nemoze mat viac ako jednu limitu.
Dokazte.

Hovorime, 7e postupnost {z,}52; bodov metrického priestoru X je
ohranicend, ak existuje také redlne ¢islo M, ze d(zy, xy,) < M pre kazdé
k,n e N.

Kazda konvergentnd postupnost v metrickom priestore je ohrani¢ena.
Dokazte.

Podpostupnost konvergentnej postupnosti v metrickom priestore mé
t istt limitu. Dokazte.

Nech {7, }2°; je postupnost v euklidovskom priestore R*. Teda kazdé

T, je tvaru T, = (24, ..., 2). Nech 7 = (¥, ..., 2()) € R*. Potom
T, — T prave vtedy, ked acgf) — () pre kazdé i = 1, ..., k. Dokéite.
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EKVIVALENTNE METRIKY

Hovorime, ze dve normy || - ||1, || - ||2 definované na tej iste] mnoZine
X st ekvivalentné, ak existuju konsanty ci,co > 0 také, ze pre kazdé
x € X plati:

cllzlly = flzlly = ez, -

Na mnozine R* definujeme dal$ie normy. Nech m je prirodzené ¢slo.
Pre T = (71,...,71) € R* polozme

k
1T = 5] Dl ™,
i=1

|7 ||oo = max{|z;] i =1,...,k}.

Lema. Normy || - ||m a || ||co st ekvivalentné pre kaZdé prirodzené
¢islo m. Teda vietky normy typu ||-||m st ekvivalentné kazdd s kazdou.

Dokazte.
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Hovorime, Ze dve metriky d;, do definované na tej istej mnozine X st
ekvivalentné, ak existuja konsanty c1,co > 0 také, ze pre kazdé x,y € X
plati:

c1di(z,y) = da(z,y) = cadi(z,y).

Veta. Nech di, do st ekvivalentné metriky na tej istej mnoZine
X. Potom x,, — x vzhladom na metriku d; prdve vtedy, ked x,, — x
vzhladom na metriku ds.

Dokéazte.

OTVORENE A UZAVRETE MNOZINY

MnoZina G je otvorend, ak je okolim kazdého svojho bodu. To zna-
mena, 7e pre kazdé x € G existuje r > 0 také, ze B(X,r) C G.

Mnozina F' je uzavretd, ak obsahuje limity vSetkjch svojich kon-
vergentnych postupnosti. To znamend, Zze pre kazdu postupnost bodov
{z,}52, patriacich do mnoziny F a konvergujicu k bodu z € X plati
z € F. Mnozina F je uzavretd prave vtedy, ked jej doplnok G = X — F
je otvorena mnozina. Dokazte.
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Systém .7 vsetkych otvorenych mnozin daného metrického priestoru
X sa vola topoldgia priestoru X. Zakladné vlastnosti:

I) prdzdna mnozina, ako aj cely priestor X, s otvorené mnoziny;

IT) prienik kone¢ného poctu otvorenych mnozin je otvorend mnozina;
III) zjednotenie lubovolného poétu otvorenych mnozin je tiez otvorena
mnozina.

Najvicsiu otvorentt podmnozinu mnoziny U nazyvame vnutro mno-

Ziny U. Oznacujeme ju symbolom Int(U). Plati

Int(U) = U{G C X : G je otvorend a G C U}.

Najmensiu uzavreti nadmnozinu mnoziny U nazyvame uzaver mno-
Ziny U. Oznacujeme ju symbolom C1(U). Plati

Cl(U) = m{F C X : F je uzavretd a U C F'}.

Hranicu mnoziny U definujeme ako Fr(U) = Cl(U) — Int(U).

!i
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HROMADNE BODY

Hovorime, ze bod z € X je hromadny bodom mnoziny U C X,
ak kazdé okolie bodu z obsahuje nekonefne vela bodov mnoziny U.
Hromadny bod mnoziny U nemusi byt prvkom mnoziny U.

Hovorime, ze bod = € U je izolovanym bodom mnoziny U, ak existuje
r > 0 také, ze plati B(x,r)NU = {z}. Bod x € U je izolovanym bodom
mnoziny U préave vtedy, ked nie je jej hromadnym bodom.

Mnozina U v metrickom priestore X sa vola hustd, ak Cl({U) = X.
Inymi slovami, mnozina U je hustd, ak kazda gula v priestore X obsahuje
aspon jeden bod mnoziny U.

Mnozina U v metrickom priestore X sa vola riedka, ak doplnok jej
uzéaveru je husty v X. Inymi slovami, mnozina U je riedka, ak kazda
gula obsahuje podgulu s fiou disjunktnd, t.j. pre kazdé z € X ar > 0
existuje y € X a s > 0 také, ze B(y,s) C B(x,r) a B(y,s)NU = {.

Hovorime, ze mnozina U v metrickom priestore X je prvej katego-
rie, ak ju mozno vyjarif ako spocitatelné zjednotenie riedkych mnozin.
Vsetky ostatné mnoziny st druhej kategorie.

!i



JOZEF DOBOS: METRICKE PRIESTORY

SPOJITE ZOBRAZENIA

Nech (X1, d1) a (X2, ds) stt dva metrické priestory. Nech f : X; — X,
je zobrazenie. Potom nasledujice podmienky st ekvivalentné:
i) pre kazdé x € X; a pre kazdé £ > 0 existuje & > 0 také, Ze pre
kazdé y € X plati: (di(z,y) <0) = (d2(f (), f(y)) <&);
ii) pre kazdé x € X; a pre kazdu postupnost {x,}72 ; v priestore X
plati: (zn, = z) = (f(zn) = f(2));
iii) pre kazdd podmnozinu U C X plati:
(U je otvorend v X2) = (f~1(U) je otvorend v Xi).
Ak su tieto podmienky splnené, hovorime, Ze zobrazenie f je spojité.
Nech (X1,d;) a (Xa,d2) st dva metrické priestory. Nech = € X
je hromadny bod mnoziny X;. Hovorime, ze bod y € X5 je limitou
zobrazenia f : X7 — Xo v bode z, ak pre kazdé € > 0 existuje § > 0
také, ze pre vSetky t € B(x,0), t # x plati f(t) € B(y,e). Zapisujeme
to v tvare: tlgrglﬂ fit)=uy.

Zobrazenie f je spojité, ak pre kazdy hromadny bod z € X; plati
lim () = £ (2).
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UPLNOST

Postupnost {z,}52,; bodov metrického priestoru (X,d) sa nazyva
cauchyovska, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje ng € N také, ze pre kazdé
n,m > ng plati d(z,, x.,) < . Kazd4 konvergentnd postupnost je cau-
chyovska. Naopak to neplati.

Metricky priestor X sa vola tuplny, ak kazda cauchyovskd postupnost
v X je konvergentna.

Nech (X7,dy) a (X2, ds) st dva metrické priestory. Hovorime, Ze zo-
brazenie f : X; — X, splia Lipschitzovu podmienku, ak existuje kon-
Stanta L > 0 taka, ze pre kazdé x,y € X; plati:

Takéto zobrazenie je zrejme spojité.
Hovorime, 7e zobrazenie f : X; — X, je kontraktivne, ak splia
Lipschitzovu podmienku s konstantou L < 1.
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Banachova veta o pevnom bode. Ak (X, d) je iplng metricky
priestor a f : X — X je kontraktivne zobrazenie, potom zobrazenie
f mad jediny pevny bod, t.j. existuje jediné také x € X, pre ktoré plati
f@) = .

Ukdzeme pouzitie Banachovej vety. Budeme sa zaoberaf rieSenim y
diferencidlnej rovnice

y = f(z,y),

ktoré spliia pociatoéni podmienku

y(wo) = yo-

Hladdme teda integralnu krivku, prechddzajicu bodom (xg, o), ktord
lezi v nejakom okoli I = (xg — d,20 + 6) X (yo — J,yo + ) tohto bodu.
O funkcii f predpokladdme, Ze na mnozine I je spojitd a Ze splia
Lipschitzovu podmienku v druhej premennej, t.j. existuje kladna kon-
Stanta L takd, ze pre kazdé z € (xg— 06,20 +0) ay1,y2 € (Yo — 0,90 +0)
plati
|f(z,y1) = f(@,92)] < Llyr — yal-
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Dant dlohu (zvykne sa volat Cauchyho tloha) prevedieme na in-
tegralnu rovnicu. Nech (a,b) je taky uzavrety interval, pre ktory plati
xo € (a,b) C (xo — 0,29 +9), b—a < L/2. Integrélna rovnica mé potom
tvar

y(@) =yo + /m Ft,y(t)) dt.

Teraz pouzijeme Banachovu vetu v priestore ¢[a, b] so supremovou nor-
mou. Zobrazenie T : €[a,b] — €’[a,b] priradi kazdej funkcii ¢ € €[a, b]
funkciu ¢ = T'(¢) urcent predpisom

¥(z) =yo + / ) Ft, o(t)) dt.

Ukézeme, 7e T vyhovuje Banachovej vete. Nech 1,92 € €a,b]. Po-
lozme 11 = T'(¢1), P2 = T(p2). Potom pre kazdé = € (a,b) plati

|th1(2) — ha(2)| =

/: f(t, () dt — /zjf(t, ¢2(t))dt‘ <
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x

</ NFtor(t) — (b oa(0)] dE S L [ ter = (0] e <

0 Zo

x
= L/ ler = palldt < L(b—a)ller — @2l < zlle1 — el
T

[¢]

Odtial vyplyva, ze | T(¢1)—T(¢2)|| < £[/¢1—p2]|. Volbou intervalu (a, b)
sme dosiahli, ze zobrazenie T je kontraktivne. Pevny bod zobrazenia T
je prave hladané rieSenie nasej integralnej rovnice.

KOMPAKTNOST

Metricky priestor sa vola sekvencidlne kompaktny, ak kazda postup-
nost v tomto priestore mé konvergentnii podpostupnost.

Metricky priestor sa vold kompaktny, ak kazdé pokrytie tohto pries-
toru otvorenymi mnozinami mé konecné podpokrytie. D4 sa ukazat, ze
tieto dva pojmy st ekvivalentné, t.j. metricky priestor je kompaktny
prave vtedy ked je sekvencidlne kompaktny. V euklidovskom priestore
R™ kazda uzavretd a ohrani¢end mnozina je kompaktna. Kazda spo-
jita realna funkcia definovana na kompaktnom metrickom priestore je
ohranic¢enad a nadobtuida svoje minimum a maximum.
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SUVISLOST

Neprazdna mnozina M v euklidovskom priestore R sa vola linearne
suvisla, ak kazdé dva jej body mozno spojit lomenou ¢iarou, ktora celd
lezi v M.

Neprazdna mnozina M v metrickom priestore X sa vola suvisla, ak
ziadne dve disjunktné otvorené mnoziny G1, G nemozu pokryvat mno-
zinu M takym spésobom, aby mnozina M nebola podmnozinou jednej
z mnozin G1, G. Kazda linearne stvislda mnozina v euklidovskom pries-
tore R¥ je stivisla. Opac¢né tvrdenie vo vSeobecnosti neplati.

Veta. KaZdd otvorend mnoZina v euklidovskom priestore RF je
suvisld prdave vtedy, ked je linedrne siuvisld.

Dokaz. Nech M je otvorend a suvisld mnozina. Ukazeme, ze kazdy jej
bod mozno spojit lomenou ¢iarou v M s danym lubovolnym bodom

a € M. PoloZzme

A={x € M : existuje lomend ¢iara v M, spajajica z s bodom a}.
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Ukéazeme, ze A = M. Pretoze a € A, mnozina A je neprazdna. Uka-
Zeme, ze mnoziny A, B = M — A st otvorené. Zo suvislosti mnoziny M
potom bude vyplyvat, ¢ M = AU B nie je rozklad, teda B = 0, t. j.
A=M.

UkéaZzeme, Ze mnoZina A je otvorend. Pre kazdy bod = € A existuje
otvorend gula K so stredom v bode x, ktora celd lezi v mnozine M (to
vyplyva z otvorenosti mnoziny M). Ukazeme, ze K C A. Bod x moZno
spojit s bodom a lomenou &iarou v M (pretoze z € A).

!i

Obr. 3.
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Ak t € K je Tubovolny bod, pripojime k tejto lomenej ¢iare Gsecku
z bodu z do bodu t. Dostaneme loment ¢iaru z bodu a do bodu t.
Pretoze K C M, lezi celd tato lomena ciara v M, z ¢oho vyplyva, zZe
t € A. Tym sme ukézali, ze K C A.

Nakoniec ukdZzeme, Ze mnozina B je otvorend. Pre lubovolny bod
2z € B existuje otvorend gula K so stredom v bode z, ktord celd lezi
v mnozine M (to vyplyva z otvorenosti mnoziny M).

Obr. 4.
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Ukézeme, ze K C B. Sporom. Ak by niektory bod t € K lezal v A,
mohli by sme ho spojit s bodom a lomenou ¢iarou v M. K tejto ¢iare by
sme pripojili tise¢ku z bodu ¢ do bodu x, ¢im by sme ukézali, ze = € A.
Tento spor ukazuje, ze K N A = 0, ¢ize K C B.
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