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f:la,b] = R spojita

f(z) > 0 pre kazdé z € [a, b]

Zaujima nas funkcia P
vyjadrujtaca plosny obsah.

a b

http://www.maths.ox.ac.uk/courses/course/15774/material




Pre kazdé t € [a, ]
ozna¢me symbolom P(t)
plosny obsah ttvaru
ur¢eného nerovnostami
a<x<t

0<y<f(z)




y=f(z)

Ak h >0,

¢islo P(t + h) — P(t)

je plosny obsah utvaru

uréeného nerovnostami
t<x<t+h
0<y< f(x)

Zo spojitosti funkcie f

v bode t vieme, Ze pre
kazdé € > 0 existuje 6 > 0
s nasledujucou vlastnostou:

t—o0<xz<t+0
U
ft)—e < flz) < f(t)+e

t+h

t+d




F(t)+e
f(®)
f(t)—e

h(f(t)=e)<P(t+h)—P@)<h(f(t)+e)

J(6)—e< BUER PO < f (1) 4 e

P(t+h)—P(t) —f(t)|§s

h

P(t+h)—P(t)
h(f()—¢)

h(f(®)+e)

] Ukézali sme, ze

pre kazdé € > 0
existuje 6 > 0
s vlastnostou:

0<h<o
(3

| P(t+hZ—P(t)_f(t)|§E

Teda funkcia P
ma derivaciu
sprava v bode
t € [a,b) rovni

cislu f(t).

t+h t+d




Podobne sa da ukazaf, ze funkcia P mé derivaciu zlava v bode t € (a,b] rovni
¢islu f(t). Teda funkcia P je primitivnou funkciou k funkeii f. Celkovy plosny obsah
sa rovnd Cislu P(b).

Nech F je Tubovolnd primitivna funkcia k funkeii f. Pretoze zrejme P(a) = 0,
pre kazdé x € [a,b] mame

P(z) = F(z) — F(a).

Teda celkovy plosny obsah sa rovna
P(b) = F(b) — F(a).

Definicia. Nech F je primitivna funkcia k funkcii f. Cislo F(b) — F(a) sa vold
Newtonov integréal funkcie f na intervale [a, b] a oznacuje sa (V) f; f. Teda

b
™) [ £=F0) - F).

LITERATURA

[1] Hutnik, O., Urcity integrdl, studijny materidl k predmetu Matematickd analyza, UMV UPJS,
Kosice, 2010.
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Cauchy, 1823, first explicit definition
of definite integral as limit of sum of
products

J.:f(x)dx = lgmngf'(xi_l)(x, —x[_,).

Purpose is to show that the definite
integral is well-defined for any
continuous function.

RESUME DES LECONS

DONNEES

A LECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE

LE CALCUL INFINITESIMAL.



CALCUL INTEGRAL.

————

VINGT ET UNIEME LECON.

INTRGRALES DRFINIES.

Supposons que, la fonction y = f() étant continue par vapport i
la variable @ entre deux limites finies x =z,, =X, on désigne
par @, &y, ..., @,~, de nouvelles valeurs de z interposées entre ces
limites, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis
la premiére limite jusqu'a la seconde. On pourra se servir de ces
valeurs pour diviser la différence X — , en éléments

) Ty Loy Ty Ty, T3 Ly ooy XN— Xy

qui seront tous de méme signe. Cela posé, concevons que I'on mul-
tiplie chaque élément par la valeur de f(x) correspondante a V'ori-
gine de ce méme élément, savoir 'élément z, — z, par f(x), I'élé-

ment @, — @, par f(,), ..., enfin Pélement X — x,_, pav f(=z,.,):
ot soit

() S=r =) (@) + (21— &) f(3) + o+ (X = 2am) [(Zan)







Riemann’s habilitation of 1854:

Uber die Darstellbarkeit einer Function
durch eine trigonometrische Reihe

md)}lAIv}lHO 2 f( )

Purpose of Riemann integral:

1. To investigate how discontinuous a function can be
and still be integrable. Can be discontinuous on a
dense set of points.

. To investigate when an unbounded function can still
be integrable. Introduce improper integral.




Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkten

der Lehre von den Dhestimmten Iutegralen herrscht, nithigt uns
H =] ?

Biniges voraufzuschicken iiber den Begriff eines bestimmten Integrals

und den Umfang seiner (illtigkeit.
h

Also zuerst: Was hat man unter ] f(z) de zu verstehen?
L2
U
Um dieses festzusetzen, nehmen wir zwischen « und & der Grisse
nach auf cinander folgend, eine Reihe von Werthen ay, @y, ..., 2,
an und bezeichnen der Ktirze wegen x, — « dureh 8, 2, — 2, durch
0y ..y b — 2,y durch 0, und dureh & einen positiven #chten Bruch.
Es wird alsdann der Werth der Summe

S=0,fla+ &0) + 0, (% + &0) 4 8 f(z, + &0;) + - -
3 Ou f (tama + &, 0)
von der Wahl der Intervalle 0 und der Grissen & abhiingen, 1fat sie
nun die Eigensehaft, wie auch 0 und & gewiihlt werden mbgen, sich
einer festen Girenze A unendlich zu ndhern, sobald siimmtliche 6 un-

endlich klein werden, so heisst dieser Werth ].f'(.r) d.e.

a




Aby jednotlivé dieliky torty boli krasne hladké
na ploche rezu, tortu krajame teplym

nozom. Pripravime si vyssiu tzku
nadobu s teplou vodou a v nej
n6z namacame. Po kazdom
zakrojeni namocime noz
znovu do teplej vody
a utrieme.




Aby jednotlivé dieliky torty boli krasne hladké
na ploche rezu, tortu krajame teplym

nozom. Pripravime si vyssiu tzku .
nadobu s teplou vodou a v nej
n6z namacame. Po kazdom
zakrojeni namocime noz
znovu do teplej vody
a utrieme.

To find the area of a circle,
we can use a formula.
The diagram shows why
the formula is reasonable.
A circle is divided into parts.
The parts fit together to form
a shape like a parallelogram.
The “parallelogram” has the same
area as the circle.




r

The base of the “parallelogram” is % the circumference (7r). The height is 7.

Area of circle = r X r
= 7r?
LITERATURA

[1] R. E. Eicholz et al., Addison- Wesley Mathematics, Addison-Wesley Publ. Comp., 1985.
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Nech f je dana nezaporna funkcia,
ktord je definovana na intervale

la, b].

Chceme urcit
plosny obsah oblasti
a<xz<b
0<y<f(z)

Oznac¢me

ho I(f).




Plosny obsah

ako plosny
obsah oblasti

urcenej

schodovitou

funkciou ¢,

ktora lezi

pod grafom
funkcie f,

t.j. pre kazdé
x € [a,b] plati
p(x) < f(x).

Ozna¢me
ho I(yp).
Teda

I(p) < I(f).

Polozme

a e I(f) = sup,, I(¢p).




Tento plosny
obsah je mensi
ako plosny
obsah oblasti

urcenej

schodovitou Oznac¢me
funkciou 1, ho I(¢).
ktora lezi Teda

nad grafom I(y) > I(f).
funkcie f,

t.j. pre kazdé
x € [a,b] plati
Y(x) > f(a).

Polozme

: ° I1(f) = infy I(¥).




V pripade, Ze plati I(f) = I(f), tito spoloénti hodnotu prijmeme za definiciu
veli¢iny I(f). Piseme
b
1= [ r




Supremum mnoziny M bolo definované ako jej najmensie horné ohranicenie.
Teda sup M je charakterizované nasledujicimi vlastnostami:

1. Pre vsetky x € M plati x < sup M.

2. Ak z je také, ze pre kazdé x € M plati x < z, potom sup M < z.

Pritom existuji mnoziny M, pre ktoré plati: sup M € {—o0,00}.

Supremum mnoziny M moZeme charakterizovat aj takto:
1. Pre vsetky x € M plati x < sup M.
2. Pre kazdé ¢ > 0 existuje t € M také, ze t > sup M —e.

Infimum mnoziny M bolo definované ako jej najviicsie dolné ohranicenie.
Teda inf M je charakterizované nasledujicimi vlastnostami:

1. Pre vsetky € M plati > inf M.

2. Ak z je také, ze pre kazdé x € M plati x > z, potom inf M > z.

Pritom existuji mnoziny M, pre ktoré plati: inf M € {—o0, 00}.

Infimum mnoziny M moZeme charakterizovat aj takto:
1. Pre vsetky x € M plati x > inf M.
2. Pre kazdé € > 0 existuje t € M také, ze t < inf M + €.




2

Uloha 1. N4jdite supremum a infimum mnoziny M = {a, : n € N}, kde

an=142 (-1 43 (1)@,

Uloha 2. N4jdite supremum a infimum mnoziny M = {a, : n € N}, kde
an=(-1)"- (1+ %)" + sin 7.
Uloha 3. Najdite supremum a infimum mnoziny M = {% — % tk,n e N}.

Uloha 4. Néjdite supremum a infimum mnoziny M = {nLHC tk,ne N}.

Minkowského funkciondl mnoziny A C R definujeme predpisom
pa(z) =inf{a>0:Z € A} pre kazdé = € R.
Uloha 5. Najdite vSetky také intervaly I, ktorych Minkowského funkciondl p; je
konecny.

Uloha 6. Néjdite taky interval I, ktorého Minkowského funkcionél je
pr(x) = z + |z| pre kazdé redlne éislo .




Nech [ je ohraniceny interval s koncovymi bodmi a < b, t.j. niektory z intervalov

(a,b) ={z €eR:a <z < b},
[a,b) ={z €eR:a <z <b},
(a,b) ={z €eR:a <z <b},
a,bj={x eR:a <z <b}.

Uvazujme jednoducht funkciu f : R — R urcent predpisom

_Jec ak x € I,
f(x)_{O ak z ¢ I.

Urdity integral z tejto funkcie budeme definovat takto:

/:f:c(b—a).




I=(1,2)
e=Jg

flx)=0,akz <1
f(z) =3, ak z € (1,2)
f(z) =0, ak © > 2

f= X(1,2)

fres




Pojem urcitého integralu rozsirime na linearne kombinacie takychto jednodu-
chych funkcii. Nech

—00 < Zp < -+ < Ty < 00,

kde n je prirodzené ¢islo. Potom mnozinu
P= {r07---7xn}

volame delenie na mnozine R. Funkcia f : R — R sa vola schodovitd funkcia, ak
existuje delenie P = {xo,...,x,} a redlne ¢éisla ¢, ..., ¢, také, ze plati f(z) = ¢;
pre kazdé x € (zj_1,z;) (j =1,...,n), pricom f(z) = 0 pre kazdé = ¢ [zo, z,].

Vsimnime si, ze

1) Schodovita funkcia je spojitéd v kazdom bode z ¢ P.

2) Schodovité funkcia nadobuda iba koneéne vela hodnot. Pritom pre kazdé ¢ # 0
mnozina {x € R : f(z) = ¢} je bud prdzdna mnozina, ale konenéné zjednotenie
ohranicenych intervalov.

Poznamenajme, ze delenie P pre dant schodoviti funkciu nie je jednoznacne

urcené, pretoze vzdy mozeme pridat dalsie deliace body.




P = {71,1,275}

gk = =l
1 =1
To =2
T3 =5
c1=1
co =3
c3=—1

-1=xy %=1 Xp=2 X3=5

f=X11) +3X@,2) — X@5) — X[=1,-1] T 2X[1,1] T 3X[2,2]




P,={-1,1,2,4,5}

20 = —1
z1=1
29 =2
23 =4
Z4:5
dp =1
do =3
dz =—1
dy=-1

f=X(11) +3X(1.2) — X(2.4) = X(4,5) — X[-1,—1] T 2X[1,1] T 3X[2,2] = X[4,4]




Aby sme mohli schodovité funkcie vyjadrit analyticky, zavedieme pojem charak-
teristickej funkcie mnoziny. Ak A C R, potom charakteristicka funkcia mnoziny A
je definovana predpisom

1 akzeA,

XA(x):{o ak z ¢ A.

Ak f je schodovita funkcia s delenim P = {zq < -+ < ,} a f(z) = ¢; na
intervaloch (z;_1,z;) (j = 1,...,n), potom tato funkciu mézeme vyjadrit v tvare

n

f = chx(zjfl,zj) + Z f(xk)x[zk,,zk,]v
j=1

k=0
t.j. f je linedrna kombinacia charakteristickych funkcii ohrani¢enych intervalov.
m
Na druhej strane, funkcia f = > agx,, kde J st ohrani¢ené intervaly a ay st

k=1
redlne ¢isla (k = 1,...,m), je schodovita funkcia.




Ak f je schodovita funkcia s delenim Py = {zg < --- < 2, }, mozeme ju vyjadrit
v tvare

F= ciX@yrw) + D, F@) X(anaul-
= k=0

Pridanim dalsieho bodu do delenia P; vznikne nové delenie P = {zp < -+ < 2,41}
a funkciu f moézeme vyjadrit v tvare

n+1 n+1
f = Z djx(zj—lafZ]) + Z f(zk)X[Zlmzk]'
j=1 k=0
Podrobne to zdovodnite.
-1=x, X,=1 Xp=2 X3=5
-1=z, z;=1 2,=2 23=4 2,75

Uvedeny postup modzeme opakovat.

LITERATURA

[1] Qian, Z., Analysis III: Integration, Mathematical Institute, Oxford, 2011.
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Predpokladajme, Ze funkcia f : [a,b] — R je spojit4.

Funkcie ¢ a 1) ndm dovoluji pokryt graf funkcie f koneénym poétom obdlznikov,
ktorjch strany st vertikalne alebo horizontalne. Pritom Tubovolné dva obdlzniky
patriace do tohto pokrytia st bud disjunktné, alebo susediace (t.j. dotykaju sa
svojimi vertikalnymi stranami).

Nech £ > 0. Potom pre kazdé = € [a, b] existuje &, > 0 také, ze pre kazdé z € [a, b]
plati

T—0z<z<z+0, = f(z)—e<f(z)<flz)+e. (1)

Tymto spésobom sme vytvorili systém otvorenych intervalov

{(JZ - 61’ T+ 61)}z6[a,b]7 (2)

ktory pokryva interval [a, b]. To znamen4, Ze plati

[a.b] ¢ |J (= 0a,2+30).

z€[a,b)
Ukéazeme, ze existuje jeho konecny podsystém

Il = (271 = 5117.’1]1 +611)7' 5 .,In = (.Z‘n = 61"7.’1371 +61n)7 (3)




ktory tieZ pokryva interval [a, b], t.j. Ze plati
n

[a,0] C | L.
i=1

Nech ¢ € (a,a + d,). Pretoze
la,c] C (a— da,a+ da),

interval [a, ¢] moZno pokryt koneénym poctom intervalov patriacich do systému (2).
Teda mnozina = vSetkych takych & € [a,b], Ze interval [a,&] moZno pokryt ko-
neénym poc¢tom intervalov patriacich do systému (2), je neprazdna. Polozme

d = sup =.

Pretoze d > ¢ > a, zrejme d € (a, b)].

Ukézeme, ze d = b. Sporom. Predpokladajme, ze d < b. Nech n € (d,d + dq).
Pretoze d — §q4 < d = sup £, existuje & € (d — dq4,d) také, ze £ € E. To znamend, ze
interval [a, £] mozno pokryt koneénym poc¢tom intervalov patriacich do systému (2).




K tomuto koneénému poétu intervalov patriacich do systému (2) priddme interval
(d—04,d+04). Tym vznikne novy koneény systém intervalov patriacich do systému
(2), ktory pokryva interval [a,n]. Tym sme dokézali, ze n € E. Teda n < sup E = d,
¢o je spor s tym, ze 1 > d. Tento spor dokazuje, Ze d = b, t.j. Ze interval [a, b] mozno
pokryt koneénym poétom intervalov patriacich do systému (2).

Mobzeme predpokladaf, Ze systém intervalov (3) je minimalny v tom zmysle, Ze po
vynechani Tubovolného intervalu z tohto systému zostavajtce intervaly uz nebuda
pokryvat interval [a, b]. Tento predpoklad ndm umoziiuje usporiadat jednotlivé in-
tervaly systému (3) zlava doprava, t.j. tak, aby platilo

a; < as <by <by<---< by,

kde I, = (ax,by), pre kazdé k. Z kazdého intervalu (ag41,br) vyberme bod zj.
Polozme 2y = a, 2, = b. Potom graf funkcie f mozeme pokryt obdlznikmi

Ry, = [zk41, 26] X [f(%x) — €, f(2x) +€].

Posunutim tjchto obdlznikov vo vertikilnom smere mozeme vytvorit jeden ob-
dlznik s plosnym obsahom (b — a). Pretoze ¢ > 0 bolo Tubovolné, integrovatelnost
spojitej funkcie je dokazana.




Tito vlastnost o pokryvani grafu funkcie koneénjm pocétom obdlznikov s Tubo-
volne malym celkovym plosnym obsahom mozno prijat za definiciu ur¢itého integ-
ralu.

Definition. A function f : [a,b] — R is integrable provided for any € > 0, there

exists a finite collection {R; : i =1,2,...,n} of adjacent rectangles with
G(f) c U R;
i=1

and such that the sum of the areas of the rectangles is less than e.

LITERATURA

[1] Lynch, M., Advanced calculus reform: continuity and integration, Int. J. Math. Educ. Sci.
Technol. 25 (1994), 563-571.







Predpokladajme, Ze funkcia f : [a,b] — R je rastica.
Nech £ > 0. Pre jednoduchost zvolime e v tvare ¢ = b:—l“, kde n je prirodzené
¢islo. To ndm umoziuje definovat delenie intervalu [a, b] nasledujicim sposobom:

zr=a+ke (k=0,1,...,n).
Potom graf funkcie f moézeme pokryt obdlznikmi tvaru
Ri = [zi—1, 2i] X [f(zi—1), f(2)]-
Posunutim tychto obdlZnikov v horizontalnom smere mozeme vytvorit jeden ob-

dlznik s plo$nym obsahom ¢|f(b) — f(a)|. Pretoze n bolo fubovolné prirodzené &islo,
integrovatelnost rastuicej funkcie je dokdzana.




Spojita funkcia, ktora nie je monoténna na Ziadnom intervale

Brannan, D.: A First Course

in Mathematical Analysis,
A F] rst Course in Cambridge University Press, 2006.
Mathematical Analysis

Daiidl Branician THE BLANCMANGE FUNCTION

Teiji Takagi, 1903




CELA CAST REALNEHO CISLA

[-3,-2) [-2,-1) [-1,0) [0,1) [1,2) [2,3)

-3 -2 -1 0 il 2 3

7wz

Intervaly tvaru [k, k + 1), kde k je Tubovolné celé éslo, tvoria rozklad mnoziny
vsetkych realnych cisel. Teda pre kazdé realne ¢islo = existuje prave jedno celé ¢islo
n také, ze

n<zx<n+l.
Cislo n volame dolnd celd cast redlneho Eisla = a oznacujeme ho symbolom [z ].

Analogicky, intervaly tvaru (k, k+ 1], kde k je Tubovolné celé éislo, tvoria rozklad
mnoziny vSetkych realnych ¢isel. Teda pre kazdé realne ¢islo x existuje prave jedno
celé ¢islo m také, ze

m<z<m+1.
Cislo m volame hornd celd cast redlneho éisla o a oznaéujeme ho symbolom [z].

Zlomkovd cast redlneho ¢isla = sa definuje predpisom

() =z — |z].

Vsimnime si, ze ak m je celé ¢islo, potom |m| = m, teda (m) =m —m = 0.




LITERATURA

[1] Odvarko, O., RySankové, M., Matematika pre 2. rocnik gymndzia. Funkcie II, SPN, Bratislava,
1985.

Priklad 2

Naértnime graf funkcie m: y = x — [x].

Riesenie: VypiSeme si najprv niekolko dvojic, ktoré patria do grafu
funkcie m: )

x -1}-08}-06|-05|—-01({0|02]04(05]09]|1]|12

Ix] —1]=1 =1 | =1 |=1 [o]o o |o o |1]1

x—[x] 0 0,2 04 0,5 09(0[02[04(05(09(0]02

Uz z tejto tabulky moZeme sudit, Ze hodnoty funkcie y = x — [x] sa
periodicky opakuju.
Graf funkcie je na obrazku 1.11.

Obr. 1.11 % 3 -2 A 01




Definujme funkciu fy predpisom

pre kazdé redlne ¢islo z. VSimnime si, Ze ak k je celé ¢islo, potom (k) = 0, teda

fo(k) = 0.

Pre kazdé prirodzené ¢islo m definujme funkciu f,, predpisom
Jm(@) =277 fo(2"2)

pre kazdé realne c¢islo z. Nazorna predstavu o grafoch tychto funkcii si mozeme
vytvorit pomocou nasledujticich obrazkov.
Funkciu f definujme predpisom

f@) =" fule)

m=0

pre kazdé reélne ¢islo x.




fo(@) = 5 — (=) — 3l
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fo(@) = 3 — (=) — 3| fm(z) = 27" fo (2™ x)
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fo(@) = 3 — (=) — 3| fm(z) = 27" fo (2™ x)
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fo(@) = 3 — (=) — 3| fm(z) = 27" fo (2™ x)
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fo(@) = 3 — (=) — 3| fm(z) = 27" fo (2™ x)
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fo(@) = 3 — (=) — 3| fm(z) = 27" fo (2™ x)
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fo(@) = 3 — (=) — 3| fm(z) = 27" fo (2™ x)
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fol@) = § — (=) — 5 (@) = 27" fo (2 ) R () = X fm(@)

12

V kazdom neprézdnom otvorenom intervale I C [0, 1] lezia body tvaru

k

Tpn = 277

kde k a n su prirodzené ¢isla, pricom k < 2. Dokazte.
Lahko vidiet, ze plati

fa(@rn) = 27" fo(2"zpn) = 27" fo(2" - £) = 27" fo(k) = 0.
Analogicky, pre m > n plati
Fm(@n) =277 fo(2M Tk 0) =27 fo (27 "k).
Pretoze 2™~ "k je celé éislo, plati fo(2™ ™k) = 0. Teda
S (Trn) =277 fo(2™ k) = 0.
Odtial vyplyva, Ze plati :
G = S
m=0




fol@) = § — (=) — 5 (@) = 27" fo (2 ) R () = X fm(@)
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Pre j > n uvazujme body

1

Ev bk,n,j = Tk,n A

Akn,j = Tk — 27

Predpoklad j > n nam zarucuje, Ze €isla ajn ; a by,,; lezia v intervale (0,1).
Dokéazte to.

Pretoze Z

. . Tk,n = 3w

k1 2mk—1 N S 5
e L T e T
plati
ak n,] Z fm ag n,] bk n,] Z fm bk n,]
m=0 m=0

Pozrime sa na hodnoty f,,(ag,n,;) pre m =0,1,...,5 — 1.

Najskor predpokladajme, ze m € {n,...,j — 1}. Potom

fm (ak,n,j) — 2_mf0(2mak,n.j) — 2—mf0(2m—nk _ 2m—j).




fo) =% — (=) - & fm(@) = 27" fo(2™) T () =

14
Pretoze 2™~ "k je celé ¢islo a 0 < 277 < 1, plati
(2m "k —2m Iy =1 — 2™,
Pretoze % > 277, mame
fo(@m=h—2m3) = § — (2= — 2m9) — 4] = § — | (1~ 27) — 3| =275,
Preto

; 1
fm(akng) =277 fo(2" "k = 2777) = o

Teraz predpokladajme, ze m € {0,1,...,n — 1}.
Polozme
s = {Zmekm] .

Potom plati

s+ 1

s
s < 27”'*'1:1:&” < s+1, odkial 3 < Wi

2 fm (@)
m=0

_ 1
Ak,n,j =Tk,n " 57



fol@) = § — (=) — 5 (@) = 27" fo (2 ) R () = X fm(@)
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Ukéazeme, ze plati

s
2

1
< 2mak’n,j < 2m$k1n < S; .

7 nerovnosti

2m+1k.
s < 27"“1;@,” =~

dostavame
nl-mg < k.

Ak,n,j =Tk,n 2%
Pretoze m < n — 1, ¢&islo na lavej strane tejto nerovnosti je celé. Pretoze ide o
nerovnost medzi celymi ¢islami, odtial dostavame

nlmme 4 1< k.

s<2mtlg  <s+1
Po malej uprave

N =

omil S5 T gn = Tkn T o




fol@) = § — (=) — 5 (@) = 27" fo (2 ) R () = X fm(@)
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Odtial vyplyva, Ze pre kazdé j > n plati

< Tkn — 77 = Qkyn,j-

om+1 27

Teda s
5 < Zmakm’j.
Tym je prva z nasledujtcich nerovosti

s+1

S
5 < Qmak,n,j < 27"@}61” <
. L o Okn,j =Tk, 57
dokézana. Ostané su zrejmé. Premyslite si to.

Pretoze s je celé &islo, funkcia fo je na intervale (3, %] linedrna, pricom jej
smernica je £1. Teda

fo(2™apm) — fo(2" Ak n,5)
Zmzkm — 2mak,n?]-

s < 2m+1zk7n <s+1
t.j.
/02" Tk ) — fo(2" apn.;)]
om—j

=1,




fol@) = § — (=) — 5 (@) = 27" fo (2 ) R () = X fm(@)
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Potom
|fm(-rk,n) - fm(ak,n,j)| = |27mf0(2m$k7n) — 2’mf0(2"‘ak7n1]-)| = 27j.
Odtial
1) = Fng) < k) = (ot = 27 i = S
¢o po uprave dava
1 ak:,n,j:mk,nfi

f7n,(ak’,,"l~,].) > fm(fck,n) — 5%

Ked to zhrnieme, dostdvame

1
gv

fm(akm,j) > fm(l'k,n) -

fm(akm,j) =

ak j>m >n,

1 .
% ak j>n>m>0.




fol@) =% — (@) - 1 fm(@) =27 fo(2m) [l T () =
18
Potom
j—1 n—1 j—1
flarn ) = Z fm(ak.n.j) = Z Jm(akn.;) + Z fm(akn) 2
m=0 m=0 m=n
n—1 1 j—1 1
m=0 m=n
! n _j—n
= Z fm(mk,n) - 27 + Y =
m=0
| — 2n
=] f(xk,n) + J 9 o
Staci zvolit j > 2n také, aby platilo ay ;. ; € I. Potom budeme mat
Flarng) > f(@rn)-
Analogicky sa da ukézat, ze plati
f(bk,n,j) > f(xk,n)
Overte to.

Odtial vyplyva, ze funkcia f nie je monoténna na intervale I.

2 fm (@)
m=0

_ 1
Ak,n,j =Tk,n " 57
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Monoténna funkcia s hustou mnozZinou bodov nespojitosti

Nech A je nekonecné spocitatelnd podmnozina intervalu (0,1) (napr. A = Q).
Potom ju mézeme vyjadrit v tvare A = {a1, as, as, ... }. Pre kazdé prirodzené ¢islo
n definujeme funkciu f, predpisom

1
folz) = on* X(an1] ().

o0
Podla Weierstrafiovho kritéria rad > f,(«) konverguje rovnomerne. Polozme
n=1

f@) =" fala).

Potom funkcia f je neklesajica a nespojita v kazdom bode mnoziny A.

Neklesajucost funkcie f vyplyva z toho, ze kazda z funkcii f,, je neklesajuca.

1

Nech 7 je prirodzené ¢islo. Nech x € (an, 1]. Pretoze fn(an) =0 a fu(z) = 5,

mame

fn(an) + 2% = fu(2).
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Pretoze funkcie f; si neklesajtce, pre kazdé k = n plati

k 1 k
> filan) + on S > filw).
i=1 i=1
Pre k — oo odtial dostdvame

Flan) + g5 < f(@)

Tym sme ukazali, ze funkcia f nie je spojita v bode ay,.




Lema 1. Ak f, g su dve schodovité funkcie, potom pre ne existuje spoloéné delenie
P={xy<-- <m,} takeé, Ze

f= Z QX (wj_1,a;) T Z T @) gl
=1 i=0

9= biX@,ra) + O 9@ Xzrwi]s
=1 i=0

kde aj, b; st redlne cisla.

Dokaz. Nech f je schodovita funkcia s delenim P;. Nech ¢ je schodovitd funkcia
s delenim P,. Potom mnozina P = P; U P je spolo¢né delenie pre obidve tieto
funkcie.

Mnozinu vSetkych schodovitych funkcii ozna¢me symbolom Lgep.

Lema 2. MnoZina Lgep je vektorovy priestor so scitanim funkcii a ndsobenim
funkcii redalnymi c¢islami.

Dokéazte. Je to uzitoéné cvicenie na vektorové priestory.




Lema 3.
1) MnoZina Lgep je algebra: ak f, g si dve schodovité funkcie, taky je aj ich
sucin fg.
2) Ak f je schodovitd funkcia a F funkcia definovand na mnoZine R takd, Ze
F(0) =0, potom F o f je znova schodovitd funkcia.

Dokaz.
1) Vzhladom na lemu 1 moéZzeme vybrat spoloéné delenie P = {xg < --+ < @}
také, ze
n n
f = Z%‘X(x,,l,z_,) + Z f(Tl)X[L1,L1
j=1 i=0
a
n n
9= ijX(xj,l,zj) I+ Zg(ffi)X[mi,mzy
j=1 i=0
Potom

n

fg = Zajbjx(zjfl,zj) + Zf(xz)g(xl)x[z“zl]

j=1 i=0




2) Skutocne, ak f ma reprezentaciu

F= 0 X@1a) T Y F@)Xlzs zi)»
j=1 i=0

potom
Fof=Y F(a;)X@ 1)+ 2 _F 0 @)X,
g=il i=0
Kde sme pouzili predpoklad F(0) = 07
Lema 4.

1) Mnozina Lsep je uzavretd vzhladom na zvizové operdcie V a A. Pripomerime
si, Ze (fV g)(z) = max{f(z),9(z)} a (f Ag)(z) = min{f(z),g(x)}. Ak f, g
st schodovité funkcie, potom také si aj funkcie fV g a fNg.

2) Ak f je schodovitd funkcia, potom f+ = fVvO0, f~ = (—=f)VO0a|f|=fr+f
st schodovité funkcie.




f+

||




Dokaz. Podla lemy 1 mozeme pisat

f = Z A5 X (zj—1,25) + Z f(zi)X[:ci,xi]

j=1 i=0

g= Z biX(w;_1,a;) T Zg(wi)X[zi,zl]v
=1 1=0

kde P = {zg < 1 < --- < @, } je spolo¢né delenie. Potom

n

£V o= 00V b)xe, ey + 3V 9) @)X

j=1 i=0

je schodovita funkcia.
Doplnte zostavajuce ¢asti dokazu.
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Definicia 5. Ak f je schodovitd funkcia taka, ze

n n
f= ZCjX(zj,l,z]-) I Z F(@r)X(r,o0)-
j=1 k=0

Potom jej integral definujeme predpisom

n

I(f) = il —mj-1).
j=1
Ukazte, ze I(f) nezavisi na vybere koneéného delenia P = {zg < -+ < z,}.

Teda zobrazenie I : Lgep, — R je dobre definované.
Ak f = Zzzl apX.J,, kde Ji st po dvoch disjunktné ohranicené intervaly, potom

I(f) = Z arl(Jx),
k=1

kde £(J),) oznacuje dlzku intervalu Jj,.




Veta 6. Zobrazenie I : Lgep, — R md nasledugice vlastnosti:
1) Zobrazenie I je linearne: I(Af+pg) = M (f)+pl(g) pre lubovolné f, g € Lstep
a lubovolné redlne cisla X\, j.
2) I(xs) =4(J), ak J je ohraniceny interval.
3) Zobrazenie I zachovdva nezdpornost: ak f € Lgep a f >0, potom I(f) > 0.

Dokaz. Najskor dokdzeme 1). Vyberme spolo¢né delenie P = {zg < - -+ < x,} také,
ze

n n

f= Z QX (zj-1,m5) T Z (@) X[ws,21])
g=1 i=0

9= Z ij(IJ—lazj) + Zg(x’b)x[z“z,]
Jj=1 i=0

Potom

n

A +ug= (Aaj+ 15X, 1.0 + A + 19)(@)X(zi 2]

Jj=1 =0




IO+ pg) =D _(Aaj + pby)(x; — z5-1) o
j=1
=AY aj(z; — i +qu — ;1) = M(f) + 1l (9)-
j=1

Vlastnost 2) je zrejma z definicie integralu schodovitej funkcie.
Ak f >0, potom a; > 0 pre vsetky j =1,...,n, teda

Za] — ;1) 20,

¢o dokazuje 3).




GASTON DARBOUX
Mémoire sur les fonctions discontinues

Annales scientifiques de I'E.N.S. 2° série, tome 4 (1875), p. 57-112.

Considérons la somme

S=08f(a+0,3)+ 6:f (@ + 6:8) +...+ 6 f(Znes + 6nda).

11 est clair qu'elle dépend & la fois du choix des intervalles J et des
quantités¢. Examinons d’abord comment elle varie quand on donne aux
0 tous les systemes possibles de valeurs.

Désignons par M;, m; les limites maxima et minima de la fonction
dans le #m intervalle. Le terme 8;f(@; + 6., 05, ) demeurera compris
lorsque ;. variera entre d; M; et §;m;, et il s'approchera autant qu’on
le voudra de 'une ou de I'autre de ces quantités. Donc la somme 2 de-
meurera comprise entre les deux sommes

M=08M+...4+ &M,

m=28m +...+ Sumy,

dont elle pourra s’approcher autant qu’on voudra.




Riemannov—Darbouxov integral
Nech je pevne dany ohraniceny interval [a, b]. Budeme uvazovat iba redlne funkcie
f, ktoré st ohrani¢ené na intervale [a, ].
Delenie P intervalu [a,b] je mnozina P = {zg,21,22,...,2,} bodov intervalu
[a,b] s vlastnostou
a=29< T <xy << xp =0

Nech f je dand funkcia, ktord je definovand na intervale [a, b], pricom plati
m< f(z) <M
pre vSetky = € [a,b]. Pre kazdé i = 1,2,...,n polozme

m; = inf{f(x) : 21 <z < 2;},
M; =sup{f(z): z;—1 <z < 2;}.




Dolny sucet L(f, P) a horny stucet U(f, P) pre funkciu f a delenie P definujeme
takto:

n

L(f7 P) = Zmi(zi — 1,'1'_1)7

(=

U(f.P) = 3 Milas = mica).

b b
Vsimnime si, ze L(f,P) = / palU(f,P)= / ¥, kde ¢ a 1) st schodovité
funkcie ’ ’

O=> MiX(x;_1.0) + D F@k)X(arael:
Jj=1 k=0

n n
Y= MiX(e; 1,8 + D F(@)Xfon,an-
Jj=1 k=0

Pre tieto funkcie plati ¢ < f < na intervale [a, b].




Funkcia f sa vola integrovatelna, ak
sup L(f, P) = inf U(f, P). (1)
P

Integral funkcie f na intervale [a,b] je spolo¢nd hodnota vyrazov v (1) a oznacuje

sa
b

1.

a

Plosny obsah mnoziny

S={(z,y):a<2z<b0<y< f(z)}

je definovany pomocou tohto integralu za predpokladu, ze funkcia f je integrova-
telnd a nezaporna.




Nech a < b st dve redlne ¢isla. Chceme definovat integraly pre funkcie definované
na intervale (a,b).

Ak f : (a,b) — R je ohrani¢end funkcia, potom f mozno rozsirit na funkciu
definovani na mnozine R takym sposobom, Ze jej hodnoty buda rovné nule pre
x > balebo x < a, t.j. definujeme fx(qp) tak, ze fX(qp) = f na (a,0) a fX(ap) =0
pre x > b alebo z < a. Definujeme dolny integral funkcie f na intervale (a,b)
predpisom

b
/ = ) 49 o e

a horny integrél funkcie f na intervale (a,b) predpisom

i
/ F=mf{I(®) : ¥ € Letep, ¥ = fX(ap)}-

1. Predpokladajme, Ze f je ohranicend zhora konStantou M na intervale (a,b):
f(z) < M pre kazdé = € (a,b). Potom Mx(ap) > fX(asp) 2 teda

/ I(MX(ap)) < M(b—a).




Podobne, ak m je dolné ohraniéenie funkcie f na intervale (a,b), potom

L?zmwf@ :

Teda pre ohrani¢ent funkciu f na intervale (a,b) horny a dolny integral existuji
a su konecné.

2. Vzhladom na definiciu infima a suprema, pre kazdé e > 0 existuju dve schodovité
funkcie ¢ a ¢ také, ze ¢ < fx(ap) < ¥, pricom

b b
Mws/fsﬂw+eaHW—es/ngw.

3. Ak ¢ a 1 st dve schodovité funkcie také, ze » < fx(ap < V¥ (odkial vyplyva, Ze
p(xz) <0a(x) >0 pre z > b alebo z < a), potom

b b
ng/fg/fguw. (1)




Definicia 1. Ohranicend funkcia f na intervale (a,b) je Riemannovsky integrova-

telnd, ak o
/; f= / ' (2)

Téato spolo¢na hodnota sa oznacuje fab f avola sa Riemannov integral funkcie f na
intervale (a, b).
Priklad 2. 1) Ak ¢ je schodovité funkcia, potom ¢ je Riemannovsky integrovatelnd

b
a [, ¢ =1I(eX(p)-
2) Polozme f(z) = 1, ak z je raciondlne a f(z) = —1 v opa¢nom pripade. Potom

fol f=-1a fol f =1, teda f nie je Riemannovsky integrovatelna. Skutocne,

IX©0,1) < X(0,1), teda fT)lf < 1. Na druhej strane, predpokladajme, ze b > f
na (0, 1), kde 9 je schodovita funkcia s delenim

O=2p<21 < - <Tp_1<xp,=1,

priom f(z) = ¢; na intervale (z;_1,;), kde ¢; st konstanty. Pretoze Q je




hustd v R, musi byt ¢; > 1 pre vietky j =1,...,n. Teda

I(w):ch( dbjj = =1 >E j = Tj-1) =1, o :

odkial fT)lf > 1 a tak fT)lf = 1. Podobne mézeme ukézat, ze folf = —1. Na

druhej strane, |f| = 1, teda |f| je Riemannovsky integrovatelna na intervale
(0,1). Poznamenajme, Ze f nie je spojita v ziadnom bode, ale |f| je spojita v
kazdom bode intervalu (0, 1).

Inou zaujimavou funkciou je nasledujica modiﬁkécia Dirichletovej funkcie:
g(xz) = 0, ak x je iraciondlne ¢islo a g(z) = ak z € (0,1) je raciondlne

p+q’
éislo, pricom z = £ je vyjadrené v zdkladnom tvare. Funkcia g je spojita

v iracionalnych ¢islach, ale nespojita v ramonalnych Mozno ukazat, ze g je
Riemannovsky integrovatelnd na intervale (0, 1) fo g=0.

Lema 3. Nech f : (a,b) — R je ohraniéend funkcia. Potom f je Riemannouvsky
integrovatelnd na intervale (a,b) prdave vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 existuji dve
schodovité funkcie ¢ a 1 také, Ze ¢ < fX(ap) < ¥ a I(¢ — @) < €. Okrem toho,

0< [P f—I(p)<ea0<I@W)— [ f<e.




Dokaz. Ak ¢ a 1 st dve schodovité funkcie takeé, ze ¢ < fX(a,p) < 9, potom

/:fsmw) a lle@»
Os/abf—/abfﬁl(w—@),

¢o implikuje postacujicost.
Na druhej strane, pre kazdé € > 0 existuju schodovité funkcie ¢ a 1) také, ze

teda

b €

" b
10)2 [ 15105 « 10 [ F<10)+5,

Iy — _/ /f+s,

teda

¢o dava nutnost.




Veta 4. Ak f : [a,b] — R je spojitd, potom f je Riemannovsky integrovatelnd.

Dokaz. Pripomenme si, ze spojita funkcia definovana na ohrani¢enom uzavretom
intervale je rovnomerne spojita. Teda pre kazdé e > 0 existuje 0 > 0 také, ze plati
|f(z) = f(y)| < 3= pre Iubovolné z,y € (a,b) také, ze [x —y| < . Nech n je také
prirodzené cislo, ze % < &. Polozme z; = a + j - b*T“ pre kazdé j = 0,...,n.
Potom P = {zy < --- < x,,} je delenie intervalu [a, b]. Polozme

m; =inf{f(z) : x € (xj—1,2;)} a M; =sup{f(z): =€ (xj-1,2;)}
Potom (z rovnomernej spojitosti)
e
flx) < fly) + —a Vo,y € (zj-1,%;).
Odtial dostédvame, ze plati

M; = sup{f(2) : @ € (2j-1,2;)} < F(y) + T Wy € (@5-1,,),

t.j.
£
M; — a s f) Vy € (zj-1,2)).




Odtial dostdvame, ze plati

e .
Mj = = < inf{f(y) : 2 € (j-1,25)} = my, 0

t.j.

€
Mj—mjgm,

Zostrojime dve schodovité funkcie

n n—1
Y = ijx(z‘],l,z'_,) + Z f(xl)x[xz,zz]
=1 i=1

n o=l
w = Z]\/Ijx(zjfl,zj) + Z f(xz)x[mm]
j=1 =i




Potom ¢ < fX(ap) SV 2

I — ) = Z(Mj*mj)(xj*l“j—l)

Vzhladom na lemu 3, funkcia f je Riemannovsky integrovatelna.

Poznamka 5. 1) V dokaze sme pouzili iba ten fakt, ze f je rovnomerne spojitd na
intervale (a,b). Na druhej strane vieme, Ze f je rovnomerne spojitd na intervale
(a, b) prave vtedy, ked ju mozno rozsirit na spojitt funkciu definovani na intervale
[a,b] (a to jedinym spésobom). Teda trieda spojitych funkcii na [a,b] je taka ista,
ako trieda rovnomerne spojitych funkeii na (a,b).

2) Pre funkcie ¢ a 1) z dokazu predchadzajicej vety mame

ZM (x5 — 1) / f< Zm7 — @)l




teda , "
0< [ =3 mile; — a5 S I0) - o) <&
@ =1

n b
M;(; — 251) — / f<IW) - I(p) <e.

j=1

3) V dokaze sme pouzili deliace body z;, ktoré su rozlozené rovnomerne v in-
tervale (a,b). Iné delenia P = {a = 29 < -+ < z,, = b} fungujui rovnako
dobre za predpokladu, ze z; — z;_1 < 0. Teda, ak f : [a,b] — R je spo-
jitd, potom pre kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 také, Ze pre Iubovolné delenie
a=xz9 <z <--<xp = b s vlastnostou max;(x; — ;1) < 9, plati

n
> (M —my)(z; —x5-1) <e

Jj=1

n b n
> my(a; — o) < / £ Mz —x54),
j=1 a j=1




kde m; = infoe(z; 0, f(2) @ Mj = SuPye(a, .0, f(@). Teda

b i1 M@ — xj-1)

. U alebo >0 ) myj(x; — 25-1) <=

Pre kazdé j vyberme x} € [v;_1,2;]. Potom, pretoze m; < f(z}) < My,
mame

b n
/ £ F@) - w50)| < e
a =1

Tento fakt mozeme prepisat ako

b n
= lim w5 )amy = mg— )y
= o 2 ) =250
kde limitny proces prebieha cez vSetky koneéné delenia intervalu (a,b) také,
ze max;(x; — xj_1) — 0 (teda delenie je stéle jemnejsie a jemnejsie). Toto je
definicia Riemannovho integralu, ktora sa casto pouziva v uc¢ebniciach.




Nasledujuca veta ukazuje, Ze rovnomerna spojitost funkcie f na intervale (a, b)
nie je nutna.
Veta 6. Ak f : (a,b) — R je ohranicend a spojitd, potom f je Riemannovsky
integrovatelnd.
Dokaz. Predpokladajme, ze M > 0 je také, ze |f(z)| < M pre kazdé x € (a, b). Nech
e > 0. Polozme § = min{m, b%“} Potom f je spojita na uzavretom intervale
[a+d,b— 4], teda f je Riemannovsky integrovatelnd na intervale (a+d,b—¢). Teda
existujii schodovité funkcie o a 9 také, ze ¢ < fX(arsp—5) < ¥ a [(Y — ) < 5.
Polozme

@ = —MX(a,a+8] T PX(at8,b—-5) — MXp—s.)

= MX(q,a+6] T ¥X(at8,6-5) + MX[p—s0)-

Potom ¢ < fx(ap) < ¥ a It — @) = AMS + I((¥ — ©)X(atb,5-5))

§4M6+I(w7¢)§%+g:5,

teda f je Riemannovsky integrovatelna.




Priklad. Funkcia f(z) = sin 1 je spojité na intervale (0,1) a je tam ohranidens,
teda je Riemannovsky integrovatelnd. Pritom f nie je rovnomerne spojita na inter-
vale (0, 1), pretoze lim,_,o+ sin L neexistuje.
Veta 7. Ak [ je Riemannovsky integrovatelnd na intervale (a,b) a g : (a,b) = R
je takd ohranicend funkcia, Ze f = g na (a,b) s moznou vynimkou konecne vela
bodov a; < -+ < an, potom g je tieZ Riemannovsky integrovatelnd a f: = f:g.
Dokaz. Pre kazdé e > 0 existuji schodovité funkcie ¢ < fx(p) < @ také, Ze
I(¢ — ¢) < e. Modifikujme ¢ a 1) nasledujicim spésobom
N
52 = SDX{xyéal,“.,aN} + Zg(ai)x{ai}

=1

N
% = VX{ztay,....an} T Zg(ai)X{a,}~

=1

Potom zrejme @ < gxX(q,5) < 1/; a

1(1/’—@)357




teda g je Riemannovsky integrovatelna a

/:gg(zz):I(w)s/:He. :

Pretoze £ bolo Iubovolné, musi platit j: g < f: f. Zo symetrie vyplyva, ze plati

JF< fg teda [ f=[g.




Lema 8. Ak f a g si ohraniéené na (a,b), potom

Z(Hg)éff +fgv 3)
£(f+g)2£f+£g~ (4)

Dokaz. Napriklad, aby sme dokézali (3), budeme postupovat nasledujicim sposo-
bom. Podla definicie, pre Tubovolné ¢ > 0 mdzeme najst dve schodovité funkcie v,
a o take, Ze ¥1 > fX(ab) @ Y2 > gX(a,p), Pricom

e e

2 € €
10 [ 145 a 1w < [ g+
Teraz ¢ = 11 + 12 je schodovita funkcia, 1 > (f + 9)X(a,p), kde

b
/ (f +9) < I(W) = I(n) + I(8)

) T b
S/f+/g+5.
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Pretoze € > 0 bolo Iubovolné, (3) je dokdzané. Podobnym sposobom sa dokaze aj

(4)-

Teda ak f a g st obidve Riemannovsky integrovatelné na (a,b), potom aj f + g
je Riemannovsky integrovatelna na (a,b) a

/:(f+g):/:f+/:g~ (5)

Lema 9. Predpokladajme, Ze f je ohranicend na (a,b) a X\ je konstanta. Potom

abf = */ib(*f)’ Lbf = *Z(*f)

b AP akA>0;
M= (6)
. MF ak A <0,




Dokaz. Najskor, ak A > 0, potom 1 je schodovita funkcia prave vtedy, ked i) €
‘cstep ayp > AfX(a,b) prave vtedy, ked )\717# > fX(a,b)7 teda

b
/Af:mﬂnw:wzxm@wwecmg

= inf{I(¥) : Ay > fX(ap): ¥ € Lstep }

= inf{QAI(AT'9) : A > fX(a)s ¥ € Lstep)
= inf{M (%) : ¥ > fX(ab): ¥ € Lstep}

= Minf{I(¥) : ¥ > fX(ab)> ¥ € Ltep}

= )\ff.

Teraz sa budeme zaoberaf pripadom A\ < 0. Staci ndm to urobit pre pripad A = —1.
Pre lubovolné € > 0 mozeme vybraf schodovitt funkciu ¢ taki, ze ¥ > fx(ap) a

b
Hw—ss/fSIW)




4

Pretoze —t) < — fX(a,1), Plati
b b
[Enzrn—-1)2-[f--

Pretoze ¢ > 0 bolo Iubovolné, plati f:(, f=>- fab f. Podobne, mézeme vybrat
schodovitu funkciu ¢ taka, ze p < — f;(a,b) a

b
10 < [(H<e)+e.
Pretoze —p > fX(a,b), mame
b b
[rra<-[n+e

teda musi platit T:f < ,L:(,f)y t.j. fi:(ff) < ffi:f. Teda f:bf = ffi:(ff).
Zamenou f za —f dostavame tiez T:(—f) = —L:f.

Teraz zhrnieme hlavné vlastnosti Riemannovych integralov.




Veta 10. Riemannovské integrovanie fab f e f: f je linedrne a zachovdva nezd-
pornost.
1) Ak f, g si Riemannovsky integrovatelné na (a,b) a \, p st redlne ¢isla, potom
Af + g je Riemannovsky integrovatelnd a

/:(Af+ug):/\/abf+u/abg-

Priestor vsetkych (ohranicenych) Riemannovsky integrovatelnych funkcii na
(a,b) je linedrny priestor;

2) Ak f je Riemannovsky integrovatelnd a f > 0, potom f:f >0;

3) Ak f : (a,b) — R je spojitd a Riemannovsky integrovatelnd, f > 0 a ezistuje
asport jeden bod xy € (a,b) taky, Ze f(xo) > 0, potom f;f > 0. Teda ak f
je spojitd a ohrani¢end na (a,b), potom fab |f| = 0 prave vtedy, ked f =0 na
(a,b).

4) Ak f a g si Riemannovsky integrovatelné na (a,b) a f < g na (a,b), potom

b b
fa f S fa Y-
Dékaz. 1) vyplyva z predchadzajicich pomocnych tvrdeni. Aby sme dokazali 2),
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pretoze f > 0, funkcia ¢ = 0 je schodovitd a ¢ < fX(q,), Pricom f;f = f:f >

I(¢) =0.
Teraz dokdzeme 3). Pretoze f je spojitd v bode zg € (a,b), existuje § > 0 také,
Ze (wg — 6,30 +6) C (a,b) a f(x) > 3 f(zo) pre vietky x € (zo — 6,0 + 0). Polozme

© = 2 f(20)X(z0—5,20+6)- Potom ¢ < fX(a.p), Pricom

b b
[ 1= [1210)= 3165 >0
4) vyplyva z 1) a 2).

Dosledok 11. Ak f je Riemannovsky integrovatelnd na (a,b) a m < f(z) < M
pre vietky x € (a,b), potom

b
il — o) < / F@)dz < M(b—a).

Dokaz. Vyplyva z nerovnosti mx e < f < MX(ap) Da (a,b) a zo 4) z predoslej
vety.




Daosledok 12. Ak f je Riemannovsky integrovatelnd na (a,b), potom si Rieman-
novsky integrovatelné aj funkcie f+ = fVvV 0, f~ = (=f)VO0 a|f], pricom

/abf s/abm. (7)

Doékaz. Potrebujeme iba ukazaft, Ze fT je Riemannovsky integrovatelnd, lebo | f| =
fr+f-af = (—f)". Prekazdée > 0, pretoze f je Riemannovsky integrovatelna,
existuju schodovité funkcie ¢ a v také, ze ¢ < fx(ap) < ¥ na (a,b) a I(Y — ) <e.
Potom zrejme

T X@p) < FX@p) < ¥ X(ab)

a
I X(ap) — ¢ X)) = 1@ — )X (ap))
< Iyt — ")
<Ip—-9¢)<e
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Obidve funkcie %X (4. @ 9T X(a,p) 81 schodovité, teda podla lemy 3 funkcia |f| je
Riemannovsky integrovatelna. PretoZe |f| > £f na (a,b), bezprostredne z fab |f] >
j:f; f vyplyva, zZe plati (7).

Veta 13. (Veta o strednej hodnote pre integrdly) Predpokladajme, Ze f : [a,b] — R
je spojitd a g > 0 je ohranicend a spojitd na (a,b). Potom existuje & € [a,b] také,
Ze

b b
/f@M@szﬂ@/g@Mm (8)

Dokaz. Ak f:g = 0, potom (pretoze g > 0 je spojitd) musi platit g = 0 na (a,b),
teda fg = 0 na (a,b). V tomto pripade (8) plati pre Iubovolné ¢ € [a,b]. Teda
mozeme predpokladat, ze f;g > 0. Pretoze f je spojitd na [a,b], nadobuda tam
svoje hranice. Nech m = mingepq ) f(2) a M = max,c[,4) f(z). Potom, pretoze
g > 0na (a,b),

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(x) V€ (a,b),
teda

n [ ow) < [ s@otae < [ g,




Preto Y
< I @) o
[ 9(x) dx
Pouzijeme vetu o medzihodnote na funkciu f. Preto existuje & € [a,b] také, ze
fe = f{f fa/ fabg. Tym je dokaz ukonceny.

Potrebovali sme iba predpokladaf, Ze g je Riemannovsky integrovatelnd a g > 0
na (a,b).

<M.




Veta 14. (Aditivita Riemannovych integralov) Nech a < b < c. Ak f : (a,c¢) = R
a f je Riemannovsky integrovatelnd na (a,b) a tiez na (b,c), potom f je Rieman-
novsky integrovatelnd na (a,c), pricom

/:f:/aber/bcf-

Dokaz. Pretoze f je integrovatelna na obidvoch intervaloch (a, b) a (b, ¢), pre kazdé
€ > 0 existuju schodovité funkcie @1, @2, V1, ¥ také, Ze ¢ < fx@p < Y1 a
¥2 < fX(be) < P2, pricom

[(¢1*¢1)<§7 1(1/12*<p2)<g.

Polozme
0= @1+ f(B)Xpp + P2

Y =P1 + f(O)Xpp + P2,
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Potom ¢, ¢ st schodovité funkcie a ¢ < fx(q,c) < % na (a,c), pricom

I — ) < I(h1 — 1) + I(tha — 2) <,

teda f je Riemannovsky integrovatelna na (a,c). Okrem toho,

c b c
/ F(@)de < () + I(tba) < / f(e) de + /,, fle)de +e

c b c
/f(x)deI(<p1)+I(<p2)2/f(x)d:r-i—/b f(z)dx —e.

Pretoze € > 0 bolo lubovolné, aditivita je dokézané.

Poznamka 15. Ak f je Riemannovsky integrovatelna na (a,b) a (¢,d) C (a,b),
potom f je Riemannovsky integrovatelnd na (c, d).
Dohodneme sa na konvencii, podla ktorej ak f je integrovatelna na (a,b), potom

fba == f: f. Potom aditivita

/:f:/aber/bcf




plati pre Iubovolné poradie bodov a, b, ¢, pretoze f je integrovatelnd na intervale
maximaélnej dizky s koncovymi bodmi a, b, c.

Aditivita Riemannovych integralov ndm dovoluje rozsirit Riemannov integral na
1) niektoré neohranic¢ené funkcie, alebo 2) na neohranicené intervaly.

Presnejsie, ak f : (a,b) — R je spojitd, ale nie nutne ohranicend, potom, pretoze
f je spojita na Iubovolnom [¢,d] C (a,b), funkcia f sa stdva neohranicenou iba v
blizkosti bodu a alebo bodu b, alebo obidvoch tjchto bodov. Teda mdZzeme definovat

b—e
/ f B Ell>m+/ f v Eg%l+ @ f7

ak obidve limity na pravej strane existuju. Aditivita Riemannovych integralov im-
plikuje, Ze Tava strana nezavisi od vyberu bodu ¢ € (a,b). V tomto pripade ho-
vorime, ze f je integrovatelnd (alebo ze [: f existuje) a [: f sa vola Riemannov
integréal funkcie f na intervale (a,b). V niektorych uéebniciach sa tieto integraly
volaju nevlastné integraly.

Podobne, ak f : (a,00) — R je funkcia, ktord je integrovatelnd na kazdom
intervale (a, B), kde B > a je Iubovolné reélne (:islo7 definujeme




Podobne, ak f : (—o0,b) — R je funkcia, ktora je integrovatelna na kazdom intervale
(A,b), kde A < b je lubovolné realne ¢islo, potom

Kbmf=Ag@wAbfy

za predpokladu, Ze tieto limity existuju. Nakoniec, ak f : (—oo,00) — R je taka
funkcia, ze ff f existuje pre Tubovolné A < B, potom definujeme

IS IREY S

ak limita na pravej strane existuje. Znova aditivita integralov implikuje, Ze tato
definicia nezélezi na vybere bodu ¢ € (—00, 00).

Ak f je funkcia definovand na (a,b) s moznou vynimkou konenecne vela bodov
yi 1 =1,...,N—1),kde a = yo < th < --- < yn = b, a ak integrély f;j’_lf
existuju pre vsetky ¢ = 1,..., N, potom

N

/f Z/y”f-




Aditivita integralov a veta 7 zarucuju, ze lava strana je dobre definovand, t.j. ne-
zavisi na konecnom sibore bodov ;.
Vetu 10 mozeme aplikovat aj na zovSeobecnené integraly.




Veta 1. (Neurcity integrdl) Predpokladajme, Ze f je ohranicend, Riemannovsky
integrovatelnd na (a,b). Definugme F : [a,b] — R nasledujicim sposobom:

F(z) = /T fly)dy pre z € [a,b]. (4.1)

Potom plati:
1) F je spojitd na [a,b)].
2) Ak c € (a,b) je také, Ze [ je spojitd v bode ¢, potom F je diferencovatelnd v
bode ¢ a F'(c) = f(c).

Dokaz. 1) Pretoze f je Riemannovsky integrovatelna na (a,b), je tam ohranicena.
Predpokladajme, ze |f| < M na (a,b). Potom pre Iubovolné z, 2’ € [a,b] (mdZeme
predpokladaf, ze 2’ > ) mame
o
/ fy)dy
x

|F(z") = F(z)| = < M2’ -z,

teda F je (Lipschitzovsky) spojitd.
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2) Predpokladajme, Ze f je pojitd v bode ¢ € (a,b). Pre h # 0 také, Zze c+h € (a,b),

mame % .,
Fle+ h) / -
=3 o
Spolu s faktom, zZe th f(c)dx = hf(c), dostavame, ze
F(c+h)—F
Berfos fov / ~ /(@) d.

Pretoze f je spojité, pre kazdé e > 0 existuje 6 > 0 také, ze | f(x) — f(c)| < € pre
Tubovolné x € (a,b) také, Ze |x — ¢| < 8. Teda (predpokladdme, Ze h > 0, pripad
h < 0 je podobny)

c — F(c G
B V2P0 o) = |3 [ @) - s as
1 ct+h
<i | H@-fol

IN




Podla definicie mame F’(c) = f(c).

Veta 2. (Zdkladnd veta integrdlneho poctu) Predpokladajme, Ze 1) F : [a,b] — R
je spojita, 2) F je diferencovatelnd na (a,b), 8) F' je ohraniéend a spojitda na (a,b).

Potom ,
/ F' = F(b) — F(a).

Dokaz. Nech G(x) = f F'(y) dy. Potom podla vety 1, funkcie G a F' st spojité na
[a,b], pricom G’ = F' na (a, b) Potom podla vety o jednoznacnosti plati F = G+C
na [a,b], kde C' je konstanta. Ale G(a) = 0, teda C' = F(a), odkial G(z) = F(x) —
F(a) pre Iubovolné z € [a, b]. Specidlne, G(b) = F(b) — F(a), ¢o sme cheeli dokazat.

Désledok 3. 1) ak F’ je spojitd na [a,b], potom ff F' = F(b) — F(a).

2) Ak F je spojitda na (a,b) a obidve jednostranné limity F(b—) = lim,_,— F(x),
F(a+) = lim,_,q+ F(x) ezistuji a F' je spojitd na (a,b), potom

/bF’ = F(b—) — F(a+).




Tu a a/alebo b mozu byt nekonecné.

Dokaz. Predpokladajme, ze a < b st konecné. Pre kazdé £ > 0 dostaocne malé a
¢ € (a,b) mame

c b—e
/ F'=F(c)—F(a+te) a F' =F(b—¢)- Fl(c).
a+te @
Pre ¢ — 0+ dostavame
c b—e
. ;. _ . r_ N
51_13&_ » F' = F(c) — F(a+), 51_1>r(§l+ ’ F'=F(b—) — F(c),

teda podla definicie

b c b—e
/ F' = lim F'+ lim F’
® e—0+ ate e—0+ /.
= F(c) — F(a+) + F(b—) — F(c)
= F(b—) — F(a+t).
Pozndamka 4. Pripometime si, Ze spojita funkcia F na (a,b) je rovnomerne spojita
na (a,b) prave vtedy, ked F(a+) a F(b—) existuja.




Ako aplikacie zékladnej vety integralneho poc¢tu uvedieme substituéni metédu
a metédu per partes.

Tvrdenie 5. (Substiticia) Predpokladajme, Ze 1) funkcia f : [a,b] — R je spojitd,
2) funkcia h : [c,d] — [a,b] je diferencovatelnd na [c,d] a B je spojitd na [c,d], 3)
h(c) = a a h(d) = b. Potom

b d
/ f(z) dI:/ F(h())R' (1) dt.

Dokaz. Nech F(z) = [ f(y)dy a G(z) = (F o h)(z). Potom

G'(2) = F'(h(x))h' (x) = f(h(x))H (z),
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teda podla zakladnej vety integralneho poc¢tu mame

d
/ SRR (t) dt = G(d) - G(e)
— F(h(d)) - F(h(c))
= F(b) - F(a)

_ / " fa) e

Pozndmka 6. Funkcia h je monoténna, teda ' nemeni znamienko na danom inter-
vale.

Tvrdenie 7. (Per partes) Ak f,g: |a,b] — R st diferencovatelné na [a,b] a také,
Ze ', g su spojité na [a,b], potom

b b
/ F'a= F®)g) - f(a)gla) - / fd.




Dokaz. Nech F = fg. Potom F' = f'g+¢'f je spojita na [a, b], teda podla zakladnej
vety integralneho poc¢tu mame

b
/ F' = F(b) - F(a).
Teda .
/ (F'g+ fg) = FB)g(b) — F(a)g(a),

¢o dava integraciu per partes.

Rozdiel f(b)g(b) — f(a)g(a) sa obycajne zapisuje v tvare

falo alebo f(a)g(x)|’,

teda integraciu per partes mozno zapisat

/abf’g = fq|’ - /ab fq'.
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Priklad. Uvazujme integral I,, = fol 2P In" xdr, kde k> 0an=0,1,2,.... Pre-
toze k > 0, lim, o4 z¥ In" z = 0 (I’'Hospital), teda ¥ In" z je spojitd a ohranicena
na (0, 1), teda integrovatelna pre Tubovolné n > 0.

Integrovanim metédou per partes (pre ¢ > 0 dostatoéne malé) dostdvame

! k I 5 n ! k 1
/ z°Inzdr = — g g — / 2" In" " x dx.
. kE+1 w1 s

Pre ¢ — 0+ dostavame

I,=— lim ——&*mne— 1
nE T AR Y T ayr
n n!
=" =)

nyiint =D (k+1)n°

n!
e




Priklad. Predpokladajme, Ze f je spojitd na [0, 1]. Potom

/07r zf(sinz)de = g/oﬂ f(sinz) da.

Skutocne, zamenou premennej x = 7 — t dostdvame dx = —dt a sinz = sint, teda

/O" zf(sinz)de = /7r0(7r —t)f(sint)(—dt)
_ /Oﬂ(ﬂ—t)f(sint) dt
= /07r f(sint) dt — /OTr tf(sint)dt,

¢o dava pozadovanu identitu.




Uvazujme postupnost schodovitych funkcif na (0,1): ¢, = nx (g, 2 L.
Zrejme fo on(z) dx =1 pre kazdé n a ¢, — ¢ = 0 na (0, 1), pritom

1 1 1
/ limgpn:/go:O;élim on = 1.

Teda vo vSeobecnosti nemoZzeme zamenit poradie dvoch operécii: limity a integralu.

Veta 1. Predpokladajme, Ze 1) f, si Riemannovsky integrovatelné na (a,b),
2) fu — f rovnomerne na (a,b). Potom f je Riemannovsky integrovatelnd a

i [ 5= [ 1= [ g

Dokaz. Najskor ukézeme, ze f je Riemannovsky integrovatelnd. Pre kazdé e > 0,
pretoze f, — f rovnomerne na (a,b), existuje N také, ze

&
sup ‘f7t(x)*f($)‘<b7 Vn > N.
z€(a,b) —a
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Pretoze fy.1 je Riemannovsky integrovatelna, existuju schodovité funkcie ¢ a
také, ze

© < fNt1X(ap) S
a I(¢ — ¢) < e. Polozme
€

= B €
¥ =YX(ap) + gy P = PX@h) T T,

X(a,b)-
Potom 1) a @ st schodovité funkcie a pre kazdé = € (a,b) plati
~ €
¥(z) = P(z) + 5 g = fv) +
> f(z) 2 fyya(z) —
€
b—a

.

bh—
5

b—a

> o(z) -
teda @ < fX(ap) < 1. Okrem toho,

I — @) =I((¥ — ©)X(ap)) + 2
<I(Y—p)+2e
< 3e.




Podla lemy 3 funkcia f je Riemannovsky integorvatelna na (a,b).
Teraz |f, — f| je Riemannovsky integrovatelna (dosledok 12) pre kazdé n, pri¢om

/abfn—/ubf S/ablfn—flé £ .

b—a
pre kazdé n > N. Podla definicie f: fon— f; f.

Teda priestor vSetkych Riemannovsky integrovatelnych funkcii je uzavrety vzhla-
dom na rovnomernu konvergenciu.

Daosledok 2. Predpokladajme, Ze 1) kaZdd f,, je Riemannovsky integrovatelnd na
(a,b) a 2) Y07 fn konverguje rovnomerne na (a,b). Potom > > fn je Rieman-

novsky integrovatelnd a
b e b
Z f’n = Z/ fn'
n=0 n=0"a%

To znamend, Ze za predpokladu rovnomernej konvergencie moZeme integrovat rad
clen po clene.

a




Pozndmka 3. Podobne, ak f, a f/ st spojité na [a,b] a obidva rady > f, a > f},
konverguji rovnomerne na [a,b], potom g = Y f,, je diferencovatelnd na (a,b) a
rad ) f, mozeme derivovat ¢len po ¢lene, t.j.

d d

Vyplyva to zo zakladnej vety integralneho poctu, predchadzajuceho désledku ap-
likovaného na ) f/ a faktu, ze g je spojitd na [a,b] (Spojitost sa zachovava pri
rovnomernej konvergencii).

Priklad 4. Ukézte, ze

Pripomenme si, ze geometricky rad i = > > ,z" konverguje rovnomerne na
intervale [0, 1 —¢] pre Tubovolné ¢ € (0,1/2). Funkcia In z je ohrani¢end na intervale

[£,1], teda rad
Inz = .
S Z$ (—Inz)
n=0




konverguje rovnomerne na intervale [e,1 — ¢]. (Otézka: konverguje tento rad rov-
nomerne na intervale (0,1)?) Teda mozeme integrovat ¢len po ¢lene tento rad na
intervale [e,1 — €], ¢im dostavame

=2 Inz oasd =
/ PR > / 2"(~Inz)  (Dosledok 5.2).
— X
€ n—o0ve
Teraz z™(—Inz) > 0 na (0,1), teda f;ff 2"(—Ilnz) >0 a

OS/:_%Z’(%M)S/Olr"(flnm):( 1

n+1)2°

Podla Weierstrafovho kritéria rad Y - f;_a 2" (—1nz) konverguje rovnomerne
v premennej € € (0,1/2) (tu pracujeme s funkciami f,(¢) = fsl_g 2"(—1Inz) ako
s funkciami premennej ¢, teda rad Y - fn konverguje rovnomerne na intervale




(0,1/2)), teda

1 1—¢ o) 1—¢
1 1
/ T Jim / T _ Jim Z/ 2" (—Inz)
0o T—1 =0+ ), =1 =0+ L~ .
o0 =z
= lim / 2" (—Inz)
o e—0+ 5
[Spojitost sa zachovava pri rovnomernej konvergenciil
= 1 — 1
= (-1 D
-3 [eemn =Y s =3

n=1

Priklad 5. Nech f je Riemannovsky integrovatelnd na (—, ). Polozme
by, = jjﬂ f(z)sinnz (tieto ¢isla sa volaju Fourierove koeficienty funkcie f).
Potom lim,,_,~ b, = 0.

Toto je priklad, kde postupnost integrovatelnych funkcii nemusi konvergovat, ale
odpovedajuca postupnost integralov mé limitu.




Naozaj, ak f = X(q,b), kde =7 < a < b < 7, potom

" b cosna — cosnb
X(a,p) (@) sinne = [ sinny = ——— = 0.
- “ n

Teda pre lubovolnt f € Ly, méame fjﬂ f(z)sinnz — 0. Mozeme teraz predpo-
kladat, Ze f je Riemannovsky integrovatelna. Pre kazdé e > 0 existuje schodovitd
funkcia ¢ taka, Ze p < fX(—xr) @

o< [-0= [ 1r-el<E.
Pretoze [ (x)sinna — 0, existuje N také, Ze ’ffﬂ (z) sin n:c‘ < 5, teda
|b,] < ‘/ ) sin n '/ ) sin na
S/ |f = g0|+‘/ ) sin na

PodTla definicie, b, — 0.

€ Sy
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V tejto casti budem aplikovat néstroje vytvorené v predchadzajucej ¢asti na
dokaz niektorych vysledkov o mocninovych radoch.

Uvazujme mocninovy rad f(z) = Y - ;a,a”, ktorého polomer konvergencie je
R > 0 (R mdze byt aj 00), kde a,, s konstanty, volame ich koeficienty mocninového
radu. Formalnym derivovanim a integrovanim (na intervale (0,z)) mocninového
radu ¢len po ¢lene dostdvame nové mocninové rady g(z) = > o0 na,z" * a h(z) =
2;1.0 0 naﬁtbl 1‘""'1
Lema 1. Mocninové rady f, g a h maji ten isty polomer konvergencie R.
Dokaz. Doméaca tloha.

Veta 2. Ak f(z) = > 0", anz™ md polomer konvergencie R > 0, potom 1) f je
Riemannouvsky integrovatelnd na intervale (0,x) pre lubovolné |z| < R a

/ Zn+1n

2) f je diferencovatelnd na intervale (—R, R) a

= Z na,z"~'  Vr e (—R,R).




2

Dokaz. 1) Ak |z| < R, potom f(y) = Y oo, any™ konverguje rovnomerne na inter-
vale [—|z|,|z|], teda ho mézeme integrovat ¢len po ¢lene, ¢im dostavame

L= [Caw dy, g,

n=0

2) Aplikujeme 1) na rad g(z) = Y oo, na,z" !, &m

G(z) = /0 gfzan

a f(z) = G(x) + ag. Pretoze, vzhladom na vetu 4.1, mame G'(z) = g(z), plati
f(z) = g(z) pre lubovolné = € (—R, R).

dostavame

Dokaz druhej casti tejto vety na domécu ulohu.




Videli sme, ze pre dany ohranifeny interval (a,b) priestor vSetkych Riemannov-
sky integrovatelnych funkcii je linedrny podpriestor priestoru ohrani¢enych funkcii,
ktory zahf1ia vSetky ohranicené spojité funkcie na intervale (a, b). Existuje vSak vela
inych funkeii, ktoré stt Riemannovsky integrovatelné, ale nie st spojité. Napriklad
vietky monoténne funkcie na intervale (a,b) st Riemannovsky integrovatelné, ako
aj vietky po Castiach spojité funkcie na intervale [a, b] st tieZ Riemannovsky integ-
rovatelné. Monoténne funkcie a po ¢astiach spojité funkcie st spojité s vynimkou
najviac spocitatelne vela bodov, teda st takmer spojité.

Veta 1. Ohranicend funkcia f definovand na intervale (a,b) je Riemannovsky in-
tegrovatelnd prave vtedy, ked je spojitd skoro vdade na intervale (a,b).

Aby sme rozumeli tejto vete, potrebujeme vediet, ¢o znamené, ked povieme “spo-
jita skoro vSade”. Nech A = {x € (a,b) : f nie je spojitd v bode z}. Hovorime, Ze
f je spojita skoro vsade, ak A je nulovd mnozina v tom zmysle, Zze pre kazdé
e > 0 mozeme néjst postupnost intervalov .J, taka, ze 1) stbor {J, : n > 1}
pokrjva mnozinu A, t.j. s, J, 2 A, a 2) celkova dlzka tohto stiboru je mald,
t. Yoneq |Jn| < . Napriklad, Q N (a,b) je nulovd mnoZina, pretoze kazd4 spoéi-
tatelnd mnoZina je nulova mnozina. Vzhladom na vetu 1 kazd4 ohranic¢ena funkcia
na intervale (a, b), ktoré je spojita okrem spocitatelnej mnoziny, je Riemannovsky




integrovatelna na (a,b). Napriklad modifikovana Dirichletova funkcia

@) { 0 ak z je iracionalne,
xT) =
1 — 2 4
o1 akz=70¢€ (0,1) v zékladnom tvare
je spojita v iraciondlnych bodoch a nespojitd v raciondlnych bodoch, ktorych je
spocitatelne vela, teda je Riemannovsky integrovatelna.

Na druhej strane, existuje vela nespoc¢itatelnych nulovych mnozin.
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Zacneme intervalmi na realnej osi. Interval je mnozina realnych ¢isel s nasledu-
jucou vlastnostou: Tubovolné éislo leZiace medzi dvomi ¢&slami z tejto mnoZiny je
tiez prvkom tejto mnoziny. Uzavrety interval medzi dvomi c¢islami a a b sa ozna-
¢uje [a, b], pri¢om koncové body st zahrnuté do tejto mnoziny. Otvoreny interval sa
oznacuje (a,b), priom koncové body nepatria do tejto mnoziny. TieZ mame polo-
otvorené intervaly [a,b) a (a,b], v ktorych jeden z koncovych bodov patri do danej
mnoziny a druhy z nich tam nepatri.

Nech I je ohraniceny interval Iubovolného typu s koncovymi bodmi a a b, t.j.
I = [a,b], I = [a,b), I = (a,b], alebo I = (a,b). Dlzku intervalu I definujeme
predpisom ((I) = b — a.

Tato definicia ndm dovoluje urcit jeden typ podmnozin realnej osi, ktoré si
nulové, t.j. maji nulovi dizku. Uvazujme jednoprvkovit mnozinu {a}, ktortt mozeme
vyjadrit ako interval I = [a,a]. Zrejme takéto jednoprvkové mnoziny st nulové,
pretoze (1) = {([a,a]) =a —a=0.

Chceme ist dalej, napriklad Ze vSetky konecné mnoziny (t.j. vSetky mnoziny ob-
sahujice konec¢ne vela prvkov) na reélnej osi s nulové. Je to intuitivne zrejmé, pre-
toze vSetky neprézdne koneéné mnoziny st tvaru {aq, as, ..., ay}. To je zjednotenie
jednoprvkovych mnozin, kazda z nich ma nulovii dizku, teda s¢itanim koneéného
poétu tjchto nulovych dlzok dostaneme nulovii dlzku celej mnoziny. Pokracujic v




tejto logike by sme mohli povedat, Ze vsetky spocitatelné mnoziny na redlnej osi,
& uz kone¢né alebo nekone¢né, maji nulova dizku.

Nulovd mnozina A na redlnej osi je mnozina, ktori mozno pokryt postupnostou
intervalov fubovolne malej celkovej dlzky. Inymi slovami, pre kazdé ¢ > 0 mozeme
néjst postupnost intervalov {I,,}°2 ; taku, ze plati

AC GI" a if([n)<€
n=1 n=1

V takomto pripade hovorime, Ze mnozina A je nulova. Intervaly v tejto definicii
mozu byt uzavreté, otvorené, alebo polootvorené. Nie je v tom ziadny rozdiel. Na-
vySe, tieto intervaly nemusia byt disjunktné, t.j. mozu sa prekryvat.

Aplikujme tuto definiciu na rozne typy mnozin na realnej osi. Najskor, prazdna
mnozina () je nulova, pretoZze pre fubovolné ¢ > 0 mozeme definovat nekonecne
vela intervalov nulovej dlzky, konkrétne I,, = [0,0] pre kazdé n prirodzené. Potom
DcUri Inad o (I,)=0<e.

Teraz mozeme potvrdit pomocou tejto formalnej definicie, ze vetky jednoprv-
kové mnoziny tvaru {z} st nulové. Pre lubovolné ¢ > 0 polozme I; = [z,z] a I, =
[0, 0] pre kazdé prirodzné ¢islo n > 2. Potom {z} C o2, Ina Y oo, (I,) =0<e.




Teraz mozeme ist dalej a pouzit nasu formalnu definiciu na dokaz toho, ze Iubo-
volna spocitatelnd mnozina A = {z1,xs, ...} je nulova. Urobime to dvomi cestami.
T4 lahsia je vziat I, = [z,,z,] pre vSetky n prirodzené. Potom pre kazdé e > 0
budeme mat A C |7, L, a > o, {(I,) = 0 < . Druh4 cesta je trochu zloZitejsia,
ale bude uzitoéna v dalSom. Dovoluje pokryf mnozinu A otvorenymi intervalmi.
Nech € > 0. Mnozinu A pokryjeme nasledujticimi intervalmi:

h=(@m-§on+g),
o= (02— g2+ ),
]3:($3—§7,I3+§)7
In=($n72n%7$n+2'n%)7

Dlzka kazdého z tjchto intervalov je ((I,) = 5° 2% Mnozina A je nulova, pretoze




AclUl I, a

= L) =1 €
; (In) g o
Pouzili sme pritom sticet geometrického radu > oo, 2n = 1. Tento maly trik sa
¢asto pouziva v dékazoch a bude pouzity aj v dokaze vety o postupnosti nulovych
mnozin v dalSej Gasti.

Na konci predoslej Casti sme dokazali, ze mnozina A je nulovd, ak je spocitatel-
nym zjednotenim jednoprvkovych mnozin, kazda z ktorych je samozrejme nulova.
Tento poznatok zovSeobecnime. Ukdzeme, ze spocitatelné zjednotenie Tubovolne;j
postupnosti nulovych mnozin bude tiez nulovd mnozina.

w\m

Lema 1. Ak {N}72, je postupnost nulovjch mnoZin na redlnej osi, potom ich
) : o C . ..
zjednotenie N = J,- | Ni. je tiez nulovd mnoZina.

Dokaz. Predpokladajme, ze vSetky mnoziny Ny, st nulové. Nech £ > 0. Ukazeme,
ze mnozina N = |J;-; N moze byt pokryta spocitatelnym pocotom intervalov s
celkovou dlzkou mensou ako e.

Najskor uvazujme mnozinu N;. PretoZe podla predpokladu je nulova, existuja
intervaly I(1 1) také, ze N1 C Upey Lk @ Yopeq Lam) < 5.




Teraz uvazujme nulovit mnozinu N. Pre tito mnoZinu mézeme néjst intervaly
I(Z,k) také, ze Ny C U}iozl I(gyk) a Zzozl ((I(gyk)) < %

Pokracujic v tejto ceste, mozeme pokryf nulovii mnozinu N, intervalmi I, i
takymi, ze N,, C Uzozl I(n,k) a 2;0:1 ((1(7171‘,)) < 2,1%

Takto sme vytvorili spocitatelny systém intervalov I(, i), ktory moézeme uspo-
riadat do postupnosti {J;}52,. Napriklad, mozeme polozit

Ji=1Iaay,Je = La2),Js = Li2,1), Ja = I13), Js = I31), J6 = L(2,2); J7 = L(a,1)5 -

takym spdsobom, Ze Ziadny z intervalov I(, 1) sa nestrati.
V tejto ukazke sme polozili J; = I(4; 5,), kde

a1 =17, a2 = aj;
byj1 =1, by =1+b;.

Overte, ze priradenie j — (a;, ;) je bijekcia medzi mnozinami N a N x N. Najdite
k nej inverzna funkeiu.

Zjednotenie tohto nového systému intervalov musi byt také isté ako zjednotenie
starého systému, teda musi platit N = (Jy—; Ne € Upey Uney Ly = U;’il T




K dokonéeniu dokazu potrebujeme vypoéitat dlzku mnoziny U;O:I M
Nech m je prirodzené ¢islo. Ukazeme, ze plati

Pre lepsie porozumenie budeme pracovat s konkrétnym stétom pre m = 7, pri-
¢om pouzijeme vysSie popisané usporiadanie:

O(J1) + £(J2) + £(J3) + £(Js) + €(J5) + £(Js) + £(J7) =
=(Ia1)) +(Ia2) + (L2,1)) +€(I(13)) +€Is,1)) +(L2,.2)) + £(L4,1))-

Teraz zmenime poradie scitancov tak, aby indexy boli usporiadané podobne ako
slova v slovniku, t.j. lexikograficky:

L(J1) + £(J2) + £(J3) + £(Js) + £(J5) + £(J6) + £(J7) =
=L(Ia1)) +Ia2) + L as) +L21)) +I2,2) +(Iz1) + (La4,1)-




Nakoniec vyznac¢ime skupiny s rovnakou prvou zlozkou v indexoch:
U(J1) + £(J2) + £(J3) + £(Ja) + £(J5) + £(Ts) + £(J7) =
= [l(Ia,1)) +£(La,2)) + €I 1,3)] + [L(L2,1)) +£(L(2,2))] + £(L(3,1)) + €(L(4,1))-
Potom plati:
O(J1) + £(J2) + €(J3) + £(Ja) + £(T5) + £(J6) + £(J7) =
= [l(Ia,1)) + € 1,2) + 3))] + [e(Ie, 1)) +{(I2,2))] + 5(1(3 1) + (L)) <
€

< Z (I (1,1 +Zf Io,1)) +ZZ I(sk))-l—zf Iay) < + +24+? 3
k=1 -

Uvedeny konkrétny postup je pouzitelny pre lubovolné m a pre lubovolné uspo-
riadanie intervalov I, ) do postupnosti {J;}52;.
Pretoze m bolo lubovolné, méme

Zz

l\.’J\m




Videli sme, Ze vSetky spocitatelné mnoziny realnych ¢isle st nulové. V tejto casti
budeme uvazovat priklad nespocitatelnej mnoziny realnych ¢isel, ktora je nulova.
Konkrétne pojde o Cantorovu mnozinu. Tato je konstruovanad nasledujicim spo-
sobom. Za¢neme s uzavretym intervalom [0, 1] a vynechame jeho strednu tretinu,
t.j. otvoreny interval (3,2). Zostane ndm mnoZina C; = [0, 1] U [2,1]. V dalSom
kroku vynechame stredni tretinu z kazdého uzavretého intervalu tvorlaceho mno-
#inu Cy. Dostaneme mnozinu Cy = [0, ] U [2, 3] U [2, 9] U[8,1]. Této pozostéva zo
Styroch uzavretych intervalov, kazdy z nich mé dizku 2 ok Dalej postupujeme tymto
sposobom tak, ze na n-tom kroku dostavame mnozinu C), pozostavajucu z 2" po
dvoch disjunktnych uzavretych intervalov, kazdy z nich ma dIzku . Teda celkova
dlzka mnoziny C,, je 2" x 7 = (3) . Mnozinu C' = ﬂn:l Ch budeme volat Can-
torova mnozina. D4 sa ukézat, ze Cantorova mnoZina obsahuje nespocitatelne vela
¢isel. Tak vela, ako povodny interval [0, 1], s ktorym sme zacinali nasu konstrukciu.
Ukazeme, ze existuje bijekcia Cantorovej mnoziny na uzavrety jednotkovy interval
[0,1].

Zaéneme vyjadrenim kazdého ¢isla z intervalu [0, 1] v trojkovej sustave. Pretoze %
je 0.1 pri zéklade 3 a % je 0.2 pri zaklade 3, pri konstrukcii mnoziny Cy sme vyhodili
vietky tie redlne ¢isla z intervalu [0, 1], ktoré v trojkovej ststave maju cifru 1 na




prvom mieste za bodkou. Samozrejme, okrem samotného ¢isla 0.1 pri zaklade 3.
Ale toto ¢islo m4 aj reprezentaciu 0.0222 ... pri zéklade 3, teda ak vyberieme tto
jeho reprezentaciu, potom sme vyhodili iiplne vSetky ¢isla, ktoré v trojkovej sustave
maju cifru 1 na prvom mieste za bodkou. Podobne, pri konstrukcii mnoziny Cs sme
vyhodili vsetky ¢éisla, ktoré v trojkovej ststave maju cifru 1 na druhom mieste za
bodkou. Vo vSeobecnosti, pri konstrukcii mnoziny €, sme vyhodili vSetky cisla,
ktoré v trojkovej stistave maju cifru 1 na n-tom mieste za bodkou. Odtial vyplyva,
ze Cantorova mnozina obsahuje iba tie ¢isla z intervalu [0, 1], ktoré v trojkovej
ststave neobsahuju cifru 1 na ziadnom mieste za bodkou. Inymi slovami, prvkomi
Cantorovej mnoziny su tie realne ¢isla z intervalu [0, 1], ktoré v trojkovej ststave
obsahuju iba nuly a dvojky. Napriklad ¢islo i musi lezat v mnozine C, pretoze
jeho vyjadrenie v trojkovej sustave je 0.0202..., teda obsahuje len nuly a dvojky.
Ale d¢islo % nemdze lezat v mnozine C, pretoze jeho vyjadrenie v trojkovej sustave
je 0.0101..., teda obsahuje cifru 1 na druhom mieste za bodkou. Museli sme ho
vyhodit pri konstrukcii mnoziny Cs.

Teda sme charakterizovali Cantorovu mnozinu C' ako mnozinu obsahujticu vsetky
tie redlne ¢isla z uzvretého intervalu [0, 1], ktorych vyjadrenie v trojkovej ststave
obsahuje len nuly a dvojky. Kolko je takychto ¢éisel? Odpoved je: tolko, ako je
vietkych ¢isel v intervale [0, 1], t.j. nespocitatelne vela. Aby sme to ukazali, budeme




reprezentovat kazdé ¢islo z intervalu [0, 1] v dvojkovej ststave. Napriklad, ¢islo % je
0.0101... v dvojkovej stustave. Predpokladajme, ze sme nahradili vSetky jednicky v
tejto reprezentacii dvojkami. Potom sme dostali ¢islo obsahujtce iba nuly a dvojky,
¢o reprezentuje v trojkovej sustave ¢islo patriace do mnoziny C. Teda musi byt
aspon tak vela éisel v mnozine C, ako je ich v intervale [0, 1]. NemoZe ich byt viac,
pretoze mnozina C' vznikla vynechdvanim éisel z intervalu [0, 1]. Odtial vyplyva, zZe
Cantorova mnozina obsahuje tak isto vela ¢isle, ako ich obsahuje interval [0, 1].
Formélnejsie, mizeme vytvorit bijekciu mnoziny C' na interval [0, 1], ktord kaz-
dému ¢islu mnoziny C, ktorého reprezentacia v trojkovej stistave obsahuje len nuly
a dvojky, priradi to ¢islo z intervalu [0, 1], ktorého reprezentacia v dvojkovej stistave
sa vytvori tak, ze nuly zostani na svojom mieste a dvojky sa nahradia jednickami.
Pretoze interval [0,1] ma dlzku jedna, Cantorova mnozina je nulova. MéZeme
to ukézat pomocou definicie. Pre pevne zvolené £ > 0 vyberme n tak velké, ze
(%)n < ¢&. Definujme postupnost intervalov {I;}52, tak, ze prvych 2" intervalov
tejto postupnosti bude presne tych istych 2" intervalov, ktoré tvoria mnozinu C,, a
zostavajice intervaly budi nulovej dizky. Potom C C C,, C UJO';I I a Z]Oil UI;) =

(%)n < e. Teda C je nulovd mnozina. A to aj napriek tomu, Ze je nespocitatelna.




Vyjadrenie ¢isla v trojkovej siistave
V desiatkovej sustave ¢islo 0.1204345 ... znamena

1x107'4+2x107240x1024+4x107%24+3x10°+4x10%+5x10"" +...

Vyjadrenie ¢isla v trojkovej ststave je podobné, len namiesto mocnin ¢isla 10
pouzijeme mocniny ¢isla 3. Napriklad, vyjadrenie ¢isla % v trojkovej sustave naj-

deme nasledujiicim sposobom. Najskor poznamenajme, Zze budem potrebovat iba
zaporné mocniny cisla 3. VSimnime si, ze é < % < % Teda prva cifra za bodkou

bude jednicka. Musime pouzit 1 x 371, Vypocitajme rozdiel % = % = %. Pretoze
é < é < %, musime pouzit 1 x 3=2. Vypocitame rozdiel %—% = Tlg' Takto pokracu-
jeme dalej. Zistime, ze vyjadrenie ¢isla % v trojkovej ststave je 0,111.... Mo6zeme

to overit tak, ze 371 +372+372 + ... je geometricky rad s prvym ¢lenom a = % a
1

s kvocientom ¢ = %, teda jeho sucet je ﬁ =4 =

3

colngfeol—

Lema 2. Nech f : [a,b] — R je nezdpornd Riemannovsky integrovatelnd funkcia,
ktorej integrdl je rovny nule. Potom pre vSetky ¢ > 0 mnoZina {x € [a,b] : f(z) > ¢}
ma nulovi mieru.

Dokaz. Nech ¢ > 0. Polozme E = {z € [a,b] : f(z) > c}.




Nech € > 0. Potom existuje delenie P = {xo,...,z,} intervalu [a,b] také, Ze
I(f,P) < cz, kde I(f, P) oznatuje horny Riemannov stiéet odpovedajici deleniu
P, t.j.

T(f7 P) = ZMZ(% - $i—1)7
i=1

kde
M; = sup{f(z) : x € (zi—1,2;)}.

Polozme I = {i: EN (x;_1,x;) # 0}. Ak i € I, potom M, > c. Teda

ce > T(f, P) > ZML(JIL = 331;1) > CZ(J?Z = xifl).

iel iel

Odtial vyplyva, ze Y. €([xi—1,2;]) = > (@i — xi—1) < e. Pritom mnozina F je
i€l iel
pokryta koneénou mnozinou intervalov {(z;—1, ;) : i € INU{[zg, zx] : k=1,...,n}.
Tym sme overili, Ze mnozina £ ma nulovi mieru.




Hovorime, ze vlastnost V plati skoro v8ade na intervale [a,b], ak mnoZzina vSet-
kych tych = € [a, b], ktoré vlastnost V nemaji, ma nulovi mieru.

Dosledok 3. Nech f : [a,b] — R je nezdpornd Riemannovsky integrovatelnd fun-
kcia, ktorej integral je rovny nule. Potom f je nulova skoro vsade.

Dokaz. Mnozina {z € [a,b] : f(z) # 0} = Ej {z € [a,b] : f(z) > L1}, teda je to
n=1

podla predoslej lemy spocitatelné zjednotenie mnozin nulovej miery. Musi mat teda
nulovi mieru.

Nech f je ohrani¢end funkcia, ktora je definovand na intervale [a, b]. Nech P =
{z0,...,2,} je delenie intervalu [a,b]. Pre kazdé i = 1,2,...,n polozme

m; = inf{f(x) : 21 <2 < 2;},
M; =sup{f(z): z;—1 <z < 2;}.




2

Nech ¢ a 1) st schodovité funkcie

Y= ijX(zj,l,zj) + Z f(xk)X[zk,zkp
k=0

Jj=1

Y= ZMfX(ZJ—lsIJ) + Zf(xk)x[zk@k]'
k=0

=1

Lahko sa overi, ze I(¢) = U(f,P) a I(¢) = L(f,P). Pripomenme si, ze horny
Riemannov integral je dany predpisom

b
/ f=inf{U(f, P) : P je delenie intervalu [a,b]}
a dolny Riemannov integral je dany predpisom

b
/ f =sup{L(f,P) : P je delenie intervalu [a,b]}.




Podla definicie, funkcia je Riemannovsky integrovatelna, ak jej dolny integral sa
rovna jej hornému integralu.

Schodovitt funkciu ¢ chceme modifikovat takym sposobom, ze bod xj z delenia
P nahradime dvojicou bodov z,; = zx — ¢ a :1:; = x + 0, pricom na intervale
(z;, ,}) bude nova funkeia ¢ nadobtidat konstantnt hodnotu c. Cislo § > 0 zvolime

tak, aby platilo 251 < 2 — 6 a 2 + 0 < Tpy1.




Xd 5




A

%8 %8

I(p — @) = (ck — )6 + (k1 — €)8
Pre kazdé € > 0 mozeme vybrat § > 0
tak, aby platilo |I(¢ — ¢)| < e.

Pre ¢ = min{cy, cx+1, o(x)} mame ¢ > @.

Pre ¢ = max{c, cp+1, ¢(zx)} méme ¢ < @.




Veta. Nech f : [a,b] — R je Riemannovsky integrovatelnd funkcia. Potom f je
spojita skoro vsade.

Dokaz. Polozme
g =sup{® € Lstep : ¢ < fX () }>
h = Hlf{’L/J S ‘Cstcp 8 ’L/} > fX(a,b)}-

Zrejme plati g < fx(ap) < h-
Ukézeme, Ze funkcia g je Riemannovsky integrovatelnd. Nech ¢ je taka schodo-
vitd funkcia, Ze ¢ < fX(q,p)- Potom

1(<ﬂ)/ab90</:9</abg</ubf-

Odtial

b b b b
/ fzsup{l(w):weﬁscep,wéfxm,b)}ﬁ/gé/gé/ f




Teda

/abg—fg—/abf-
[r=[v=["s

Podobne sa d4 ukazat, ze

Pretoze g < h a fab g= f; h, plati g = h skoro vSade. To znamen4, Ze mnozina

E={z€ab]: g(a)  h(x)}

ma mieru nula.

Ukazeme, ze na mnozine (a,b) \ E je funkcia f spojité. Nech zo € (a,b)\ E. Nech
e > 0. Potom g(z0) = f(x0) = h(xo).

Z definicie funkcie g vyplyva, Ze existuje schodovita funkcia ¢ takd, ze ¢ < fx(a.p)
a g(xg) — /2 < ¢(x0). Pritom mozeme predpokladat, Ze funkcia ¢ je konstantnd
na nejakom okoli bodu z (ak bod zo patri do delenia z predpisu pre funkciu ¢,
pouzijeme postup na jeho nahradenie bodmi x; a z, ktory je popisany vyssie).




Podobne, z definicie funkcie h vyplyva, Ze existuje schodovita funkcia ¢ taka, ze
Y > fX(ap) @ M(xo) + /2 > ¥(20). Pritom moézeme predpokladaf, ze funkcia 1 je
konstantna na nejakom okoli bodu zg.

Nech ¢ > 0 je také, ze funkcie ¢ a 1 st konstantné na intervale (zo — d,zo + 0).
Potom na intervale (zog — 4,29 + &) plati

€ € € €
f(@o) = 5 = 9(20) = 5 < plxo) = ¢ < f < ¥ =(20) <h(z0) + 5 = f(2o) + 5.
Veta. Nech f : [a,b] — R je ohranicend funkcia, ktord je spojitd skoro vSade.
Potom f je Riemannovsky integrovatelnd.

Dokaz. Pretoze funkcia f je ohranicend, existuje konstanta M takd, ze |f(z)| < M
pre kazdé x € [a, b]. Nech E C [a,b] je takd mnozina miery nula, Ze f je spojitd na
mnozine [a,b] \ E. Potom pre vSetky z,y € [a, b] plati

|f(z) = f(y)l < 2M.

Nech ¢ > 0. Pretoze mnozina £ ma mieru nula, existuji otvorené intervaly
I, I,... také, ze B C Upo In a >0 U(In) < 157 Pre kazdé o € [a,b] \ E




existuje otvoreny interval J, taky, Ze x € Jo a [f(2) = f(y)| < 55—y pre kazdé
Y,z € Jy N [a,b], pretoze f je spojitd v bode z. Potom

{It: keN}U{J, :x € [a,b]\ E}

je pokrytie intervalu [a, b] otvorenymi intervalmi. PretoZe uzavrety interval je kom-
paktnd mnozina, existuje jeho koneéné podpokrytie

m

{Is :k=1,...,n} U | J{Js. : i € [a,0] \ E}.

=1

Nech P = {a =tg,...,ty = b} je delenie intervalu [a, b] zloZené z koncovych bodov
intervalov tohto koneéného podpokrytia. Pritom kazdy interval (t;_1,t;) je cely
obsiahnuty v niektorom Ij, alebo v niektorom .J,,. Polozme

J ={j: (tj—1,t;) C Iy pre nejaké k}.




Potom  I(f,P) —I( Zsup{f z) = f(y) i@y € (1,8}t = tj-1)

Jj=1
<221\/[t — 11 +Z t]‘,l)
jEJT J¢J
5
2M - — - (b—a) =c¢.
< 4M+ 20—a) (b—a)=¢

Teda f je Riemannovsky integrovatelna.

Henri Léon Lebesgue

Veta. (Lebesgue, 1902) Nech f : [a,b] — R je
ohranicend funkcia. Potom funkcia f je
Riemannovsky integrovatelnd prdve vtedy,
ked f je spojitd skoro vsade.

Lebesgue




Ukéazeme, ze plati

li ! 4 ! 4 ! dF oo E ! In2
im =In2.
nsoo\n+1 n+2 n+3 n+n

Najskor dany vyraz upravime do tvaru, v ktorom moéZzeme rozpoznat Riemannov
integralny sucet:

Potom

EN ! |
lim = / dr =1n2.
n— 00 n+k o 1+

Tato limitu moézeme pouzit pri hladani stuétu nasledujtceho radu:

oo _1)n
Z(n)'

n=1




Pre jeho c¢iasto¢né stcty mame:

2 3 2n 2 3
1 1 1 1
" n4+l1 n+2 n+3 2n’
Teda lim sg, = In2. Pretoze sap1 = s2, + ﬁ, mame tiez lim Sg,41 = 1n2.
n—o00 n—00

Domaca uloha:

g D2 AnT )
ni)n;o notl '







Uvazujme delenie P intervalu [a, b] na n podintervalov
[an l‘l], [x17 332]7 ey [Inflyxn]a kde

a=x0<T1 < <Tp_1<xzy,=">0 s

Jednotlivé dvojice bodov By_1 = (zx—1, f(zr—1)) a B = (xk, f(zx)) spojime tsed-
kami. Takto vznikne lomend ¢iara, ktord je aproximéciou grafu funkcie f na inter-
vale [a, b].

Dizka tisecky Bj,_1 By, je rovna vzdialenosti jej krajnjch bodov, t.j.

|Be-1Bx| = /(xk — 2x-1)% + (f(zx) — f(ze-1))> i

Preto dl7ka celej lomenej ¢iary BBy . .. B, je rovna éslu

flwr)
n

to =3 1BirBil = 3 v/(@n = wna P + (Flaw) — F@n-a))P
k=1

k=1

Podla vety o strednej hodnote (ak predpokladdme, ze funkcia f je spojitd na
intervale [zj_1, x| a diferencovatelna na intervale (zy_1,y)) potom existuje bod
z} € (xp—1,z)) taky, ze plati

f(ox) = flzr—a) = f(@p) (@ — z1-1).




Teda

tp =Y 1+ [f/ ()2 (zk — zim)-
k=1

To je vSak Riemannov integralny stcet funkcie /1 + [f/]? pre delenie P.

Preto za dlzku krivky, ktora je grafom funkcie f, mézeme prehlésit cislo

o= [ VTP




Chceme néjst objem rota¢ného telesa,
ktoré vznikne rotaciou grafu funkcie
f:]a,b] = [0,00), t.j. objem telesa

A={(zyz2):a<z<b y*+22 < [f(2)]*}.







Nech P je delenie intervalu [a, b], t.j.

a=x9<T1 < <Tp_1 <z, =">0
Opisany valec nad intervalom [x;_1,z;] ma objem
7TM72(.T1 - mi*l)’

vpisany valec ma objem
2
mmg(z; — Ti—1).

Preto pre objem V(A) rotacného telesa A plati
Zwm?(ml — iUi,l) S V(A) S ZTI’M?(Q?Z — 332',1).
i=1 i=1

To sa d& prepisat takto:
L(nf? P) < V(A) < U(nf? P).
Preto

V(A) =/ab7rf2.




Chceme néjst obsah rotacnej plochy,

ktora vznikne rotaciou grafu funkcie
f:]a,b] — [0,00), t.j. obsah plochy
B={(zyz):a<z<by’+2° = f(2)}.




¢na plocha

Rota




Aproximacia plochy

’ \

Al




PI4st zrezaného rota¢ného kuzela




Ukazeme, ze za predpokladu spojitosti derivacie plati vzorec

b
B) = 27r/ f@)V1+ (f())?de.

Graf danej funkcie sme aproximovali lomenou ¢iarou. Rotaciou tejto lomenej
Giary dostavame plochu B* zlozent z plastov zrezanych rotac¢nych kuzelov. Nech P
je delenie intervalu [a, b] uréené bodmi

a=x9< ] << Tp_1<xTy=0>0

Pl4st i-teho zrezaného rotaéného kuZela mé obsah

27 - M \/( Ti — i 1) + (f(@1) — f(@i-1))?

(zopakujte si odvodenie vzorca zo stredoskolskej matematiky). Potom obsah rotac-
nej plochy B* je

B*) = QF_Z W V(@i —zim1)? + (fi) — Fzio1))?.




Podla vety o strednej hodnote existuje bod z} € (z;-1, ;) taky, ze plati
f@i) = f(@i1) = f/(@]) (@i — wi-1).
Teda
S Jlzioy) + (=)
S(B*) = 2 AUl VELNCA Sl 7 b | H2))2 - (25 — 1)
(B") wg 5 + [ @I - (s — 2im1)

Pretoze funkcia f je spojitd, existuje bod &; € [x;_1, z;| taky, ze

fl@iza) + f=:) _

. 1(&).
Polozme g = \/1 + f'2. Potom
S(B*) =27 f(&)g(@]) (@ — zi1).
i=1

Tento stcet vsak nie je Riemannovym stctom, pretoze body z; a & st vo vSeobec-
nosti navzajom rozne. Sta¢i vSak pouzit zovSeobecnené Riemannove sicty.




Nech f a g st ohranic¢ené funkcie, ktoré st definované a spojité v kazdom bode
intervalu [a,b]. Potom ich suéin fg je integrovatelnd funkcia na intervale [a,b].
Ukézeme, ze integral tejto funkcie mozeme aproximovat zovSeobecnenymi Rieman-
novymi suctami:

n

> F(&)gmi) (@i — wica),

i=1
kde delenie P je urcené bodmi

a=20 <11 <Ta<x3<- < xp_1<xTp=>,
pricom &; a n; st lubovolné body z intervalu [z;_1, z;].
Nech € > 0. Zo spojitosti funkcie f na intervale [a,b] vyplyva jej rovnomerna

spojitost, teda existuje d > 0 s vlastnostou

|z —2"| <6 = |f(2') - fa")| <e.

Budeme uvazovat delenie P také, ze x; — ;1 < 0 pre kazdé i = 1,...,n.
Pretoze funkcia ¢ je ohranicend na intervale [a,b], existuje konstanta M taka, Ze




8

lg(z)| < M pre kazdé = € [a,b]. Potom pre Iubovolné body &; a 7; z intervalu
[zi—1,2;] (i=1,...,n) mame

i) (T — Tim1) — Z Fi)gni)(zi — i—1)| =

Fm)lg(ni) (i — wia) <Z|f &) = fa)llgm)(zi — zi1) <

< ZE]W(@ —xi—1) =eM(b—a).
i=1

Ostatné kroky si dopliite samostatne.
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Plati nasledujica veta:




Veta. (G. A. Bliss, 1914) Nech f a g st ohraniéené funkcie, ktoré si definované a
spojité v kazZdom bode intervalu [a, b]. Potom ich sucin fg je integrovatelnd funkcia
na intervale [a,b] a jej integrdl moZeme aprozimovat zovseobecnenymi Riemanno-
vymi suctami nasledujicim sposobom: pre kazdé € > 0 existuje § > 0 take, Ze °

b n
/ f9= YS90 @ — ai1)| <=,

kde body
a=20< T <3< x3< < Tp_1<Typ=2>0

st take, Ze pre kazdé i plati
0<l’i—l’i,1 <(S7

pricom & a n; st lubovolné body z intervalu [x;_1, x;].
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