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O istych iracionalnych rovniciach s tretou
odmocninou

Jozef DoboS§

Abstract [On certain Cube Root Radical Equations]: The aim of this article
is to show an elegant solution to certain cube root radical equations. Surprisin-
gly, this process of solving can produce extraneous roots.

Key words: radical equations, cube root, checking a solution

Suhrn: Ciel'om ¢lanku je ukazat’ elegantné rieSenie istych iracionalnych rovnic
s tretou odmocninou. Prekvapujuce je, ze pri tomto postupe moézu vzniknut
falosné korene.

Klacové slova: iracionalne rovnice, tretia odmocnina, skuska spravnosti

MESC: H30

Uvod

Iracionalne rovnice Standardne rieSime tak, ze najskor osamostatnime odmocninu
a potom takto upravenu rovnicu umocnime. Tento postup v pripade potreby opaku-
jeme. Nakoniec dostaneme algebraickd rovnicu, ktoru vyrieSime. V niektorych pri-
padoch mozno efektivne pouzit’ iny postup, ako ukazuje nasledujuca tiloha, ktora je
uvedena v knihe [7] aj s navodom na riesenie.

130. Rieste rovnicu 3/:5 +v2— \3/33 —V2 =2

Ako odpoved autori uvadzaju: = = ++/2. Eite pred tym, ako prezradime navod
a uvedieme rieSenie, skusme urobit’ skusku spravnosti. A hned je tu prva otazka: je
v Skolskej matematike definovana tretia odmocnina zo zaporného ¢isla? Pohl'ad do
ucebnic a priru¢iek ukazuje, ze v priebehu rokov sa situacia u nas menila.

V ucebnici [1] sa pise: ,,Treba vyslovne zdoraznit, ze pre zaporné ¢islo n-ta od-
mocninu nedefinujeme.*

Ucebnica [2] uvadza tto definiciu: ,,Ak n je neparne, tak rovnica ™ = a ma pre
kazdé &islo a jediné riesenie. Toto rieSenie oznacujeme {/a.“ Podobne je to v uceb-
nici [3].

Josef Polak v knihe [6] hovori o ,,rozsifené definici n-t€ odmocniny pro liché n*,
pritom v knihe [5] upozoriiuje na mozné rizika takejto definicie: ,,Pak vSak jiz neplati




né&které ze vzorci pro poéitini s odmocninami, napt. vzorec {/a = "{/a?, jak ukazuje
tento jednoduchy ptiklad: §/—8 = —2, ale ¢/(—8)2 = /64 = 2.«

My sa pre ucely tohto clanku budeme pridrziavat’ vyssie uvedenej definicie podla
ucebnice [2]. To ndm umoziuje prepisat’ rovnicu z ulohy 130 do vhodnejSieho tvaru

VV2+a+ V2 —z=2 (1)

Dostali sme rovnicu s korefimi © = =4+/2, pri¢om pri skuske spravnosti uz nemu-
sime riesit’ otazku o tretej odmocnine zo zaporného Cisla. Teraz prezradime navod na
rieSenie podl'a knihy [8]: ,,(Pokyn: Zmocniti tfemi, vytknouti spole¢ny Cinitel, v za-
vorce se objevi leva strana rovnice.)” Pomocou tohto navodu dostaneme nasledujtice
elegantné rieSenie rovnice (1).

Polozme u = v//2 + T,V = V2 — z. Potom

u+v=12, (povodna rovnica)
ud + 0 = 2V/2. (vyplyva z definicie u a v)

Odtial’ dostavame (u + v)3 = (\@)3 =2v2 = u® +v?, teda (u + v)3 = u® + 3.
Dalej postupujeme podla vyssie uvedeného navodu:
(u+v)> = u 4 03,
u? + 3uv + 3uww® 4+ 03 = ud + 03,
w4+ 03 + 3uv (u+ v) = v + 03,
——
=V2
3v2 - uv = 0.

To znamen4, 7e v = 0 alebo v = 0, &ize v/v/2 + z = 0 alebo /2 — x = 0.
Odpoved: x = £v/2.

Musime robit’ skisku spravnosti?

Pri rovnici (1) to bolo jednoduché, tam sme sa nad touto otazkou ani nezamysleli.
PretoZe umocnenie na tretiu je ekvivalentnd uprava, zdalo by sa, ze skusSku spravnosti
robit’ nemusime. Prekvapenie nas ¢aka pri nasledujucej ulohe.

Uloha 1. Rieste rovnicu

2w =34+ Vo —2=Vu. )



Riesenie: Polozme v = /2x — 3, v = /x — 2. Potom

ud + 03 =32 -5, (vyplyva z definicie v a v)
u+v= V. (po6vodna rovnica)

Dalej postupujeme podla vyssie uvedeného navodu z knihy [8].
(u+v)3 = (%)3,
ud + 3u?v + 3uv? + 0% =z,
ud 4+ 3 +3uvw =z,
3r —5 Iz
3z —5+ 3V uv =z,
3V -uv="5— 2x,
27z(uww)? = (5 — 2z)3,
272z — 3)(x — 2) = (5 — 2x2)3,

622> — 24922 + 3122 — 125 = 0,
(z —1)%(62z — 125) = 0.

Cislo x = 1 vSak nie je korefiom rovnice (2), ako sa mozeme l'ahko presvedcit’ skus-
kou spravnosti. Ukazeme, ze Cislo x = 125 5 Je koreniom rovnice (2). Naozaj,

i,/1253\/1252_36 1 4 15
62 Vo2 62 62

5/125 /125 5
62 62 V62
125
Odpoved: v = —
jpoved. T = 6

Hoci umocnenie na tretiu je ekvivalentna uprava, dand rovnica ma falo$ny koren.
Ako je to mozné? Vysvetlenie ndjdeme v ucebnici [[7].
Problematicky krok mézeme zapisat’ takto:

u+v=w
Ky = u® +v° + 3uvw = wi.

ud + 03 + 3uv(u +v) = w?



Ako sme videli, tito implikdciu nemozno obratit’.
Pretoze

1
u® + v + Juvw — w® = §(u+v —w)((u—v)*+ (v+w)* + (u+w)?),
plati ekvivalencia:
w03+ 3uvw =w? & (utv=w alebo u=1v=—w). 3)

V nasledujucej ulohe si ukdzeme, ako mozeme ekvivalenciou (3) nahradit’ skasku

spravnosti. Ak totiz plati u® 4 v® + 3uvw = w? a neplati u = v = —w, potom musi
platit’ u +v = w.
Uloha 2. Rieste rovnicu
Vr+3+ V5 —z=4 (4)

Riesenie: Polozme v = /x4 3,v = /5 — z, w = /4. Rovnakym postupom
ako pri rieseni predchadzajucich tloh sa dostaneme k rovnici 2722 — 54x +421 = 0,
ktorda mé korene 12 = %ﬁ.

Rovnica v/x + 3 = /b — x ma jediny realny korefi x = 1, ten vSak nie je ko-
refiom rovnice /5 — x = —+/4. To znamen4, 7e u = v = —w neplati pre Ziadne
realne Cislo z, teda ani pre Cisla x = %. Teda vsetky upravy rovnice (3) boli

ekvivalentné, ¢o v tomto pripade nahradza sktisku spravnosti.
9+8+/21
5

Odpoved: x =
Na ukazku si naznac¢ime skusku spravnosti pre koren = = % V2L Najskor vy-
pocitame

9+ 8v/21 4
$+3:+9\ﬁ+3:...:9.(9+2\/ﬁ),
9 + 8v/21 4
9 9
Pretoze
(B+V21)% = =249+ 2v21),
mame
34+ 2v21)3 3—2v21)3
+3:M7 5_;,6:%.
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Odtial’ uz 'ahko vidno, ze Cislo x = % V21 ie korefiom rovnice (4).

V knihe [4] je odsek 2.1.3 venovany rovniciam tvaru

V(@) £ Vg(x) = ().

Na ukazku si uvedieme nasledujucu ulohu z knihy [#4].

Uloha 3. Rieste rovnicu
Yo—Yr+1=Vad—z— Va3 -z +1. )
Riesenie: Pouzijeme vzorec (a — b)3 = a® — b3 + 3ab(b — a). Dostaneme
Vo YaFIVETT - ¥5) -
=Vt -z Va3 —z+1(Vad—a+1— Va3 —x).
Potom pouzijeme (5), Co dava

Vo - Vo 1(Vor1-Ya)=Vad—a- Va3 —a+1 (Vo +1- Jz),
Vo - Vrtl=Vad -z Va3 -2 +1,

x6—2x4+m3—2$20,
z(z+1)(z2-2)(2®* —z+1)=0.

Odpoved: t = —/2,x = -1,z =0,z = /2.

Skuskou spravnosti 'ahko overime, Ze vSetky Styri Cisla st koreiimi rovnice (5).

Poznamenajme, Ze kniha [4] neobsahuje moznosti vyuzitia ekvivalencie (3) pre
sktisku spravnosti, ani samotnu ekvivalenciu (3).
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