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O funkciách definovaných po častiach

Jozef Doboš

Abstract [On piecewise defined functions]: This article is devoted to piece-
wise defined functions. Students may encounter some such functions in school
mathematics, or when preparing for study abroad.
Key words: piecewise defined functions, absolute value function, floor func-
tion, signum function, Dirichlet function
Súhrn: Tento článok je venovaný funkciám, ktoré sú definované po častiach.
S niektorými takýmito funkciami sa môžu žiaci stretnúť v školskej matematike,
prípadne pri príprave na štúdium v zahraničí.
Kľúčové slová: funkcie definované po častiach, absolútna hodnota, celá časť
reálneho čísla, funkcia signum, Dirichletova funkcia
MESC: 97I20, 97I70.

Úvod

Sadzba vnútroštátneho poštovného závisí od hmotnosti listu. Od 1. 3. 2022 bola do-
máca poštová sadzba pre listy druhej triedy stanovená (v závislosti od hmotnosti v gra-
moch) takto:

Do hmotnosti 50 g 100 g 500 g 1000 g 2000 g
Predajná cena v e 0,75 1,00 1,30 2,00 2,90
Tieto sadzby môžeme spojiť do jednej funkcie nasledujúcim spôsobom:

P (x) =



0.75 ak 0 < x ≤ 50

1.00 ak 50 < x ≤ 100

1.30 ak 100 < x ≤ 500

2.00 ak 500 < x ≤ 1000

2.90 ak 1000 < x ≤ 2000

V programe Geogebra to urobíme takto:
P(x)=If(0<x<=50,0.75,50<x<=100,1,100<x<=500,1.3,500<x<=1000,2,
1000<x<=2000,2.9)
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a v programe Wolfram Alpha takto:
P(x)=piecewise[{{0.75,0<x<=50},{1,50<x<=100},{1.3,100<x<=500},
{2,500<x<=1000},{2.9,1000<x<=2000}}]

Takéto funkcie sa nazývajú funkcie definované po častiach. Definičný obor takejto
funkcie je rozdelený na dve alebo viac častí, pričom na rôznych častiach je funkcia de-
finovaná pomocou rôznych pravidiel. S funkciami definovanými po častiach sa môžu
stretnúť žiaci, ktorí sa pripravujú na štúdium v zahraničí, napr. v SAT testoch1 (pozri
napr. [5]). V tomto článku sa pozrieme na funkcie definované po častiach, s ktorými
sa môžeme stretnúť v školskej matematike.

Funkcia absolútnej hodnoty

Väčšina učebníc uvádza ako príklad funkcie definovanej po častiach funkciu absolút-
nej hodnoty. Napríklad v učebnici [13] sa píše, že funkcia absolútnej hodnoty defino-
vaná predpisom f(x) = |x| môže byť zapísaná ako funkcia definovaná po častiach.
Keď x ≥ 0, potom |x| = x. Keď x < 0, potom |x| = −x.2 S odvolaním sa na
to, že reálne číslo je buď kladné, buď záporné, alebo nula, sa v učebnici [1] definuje
absolútna hodnota takto:

|x| =


−x, ak x < 0,

0, ak x = 0,

x, ak x > 0.

Tiež sa tam uvádza, že prípad x = 0 môžeme pripojiť nielen k prípadu x > 0, ale aj
k prípadu x < 0, t. j.

|x| =

{
−x, if x ≤ 0,

x, if x > 0.

Poznamenajme, že definíciu absolútnej hodnoty môžeme (aj keď to nie je bežné) do-
konca zapísať v tvare

|x| =

{
−x, if x ≤ 0,

x, if x ≥ 0.

Aj keď číslo x = 0 patrí do obidvoch častí definičného oboru, v obidvoch prípadoch
dostávame rovnakú hodnotu |0| = 0. Preto je táto definícia korektná. Teda nie je
pravda, že v prípade funkcie definovanej po častiach sa jednotlivé časti definičného
oboru nesmú prekrývať, ako sa to tvrdí v [10]. Možno to iba odporúčať.

1SAT (Scholastic Aptitute Test) je štandardizovaný test vytvorený organizáciou College Board využívaný
na overenie študijných predpokladov pri prijímaní uchádzačov na vysoké školy v USA.

2Pritom je vhodné žiakom pripomenúť, že −x = (−1) · x. Teda napr. | − 3| = (−1) · (−3) = 3.
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Pri pohľade do viacerých učebníc odhalíme jemné rozdiely týkajúce sa funkcií
definovaných po častiach. Napríklad v učebnici [3] sa píše, že po častiach definované
funkcie sú najlepšie opísané alebo najprirodzenejšie opísané rôznymi vzorcami pre
rôzne intervaly nezávislej premennej. Pritom táto učebnica pracuje s funkciou abso-
lútnej hodnoty, ale nezaraďuje ju medzi funkcie definované po častiach.

Na druhej strane, v učebnici [24] na strane 57 sa píše, že funkcie definované
po častiach nemožno vyjadriť jednou algebraickou rovnicou.3 Avšak na strane 114
je ako príklad funkcie definovanej po častiach uvedená funkcia absolútnej hodnoty.
Stačí si však uvedomiť, že pre každé reálne číslo x platí |x| =

√
x2. Preto f(x) =

=
√
x2 je vyjadrenie funkcie absolútnej hodnoty jednou rovnicou.
Ako vidíme na úvodnom príklade so sadzbou poštovného, niektoré funkcie môžu

byť definované len po častiach. Avšak pri zložitejších funkciách môže byť náročné
zistiť, či ich možno vyjadriť jedným predpisom. Nasledujúcu ukážku sme prevzali
z článku [12]. Funkciu

f(x) =


x, x < −π,

cosx, x ∈ (−π, 0),

ex, x ≥ 0,

možno vyjadriť jedným predpisom takto

f(x) = e(|x|+x)/2 − 1 +

+
1

4(x+ π)

(
2(|x+ π|+ x+ π) cos

|x+ π| − |x| − π

2
+ (|x+ π| − x)2 − π2

)
.

Článok [12] vznikol ako reakcia na to, že v knihe [4] je funkcia absolútnej hodnoty
nesprávne zaradená medzi neelementárne funkcie. Môžeme to vidieť aj v knihe [19]
a v učebnici [13]. Pretože |x| =

√
x2, funkcia absolútnej hodnoty je zrejme elemen-

tárnou funkciou. Problematike elementárnych funkcií sa venuje nedávno uverejnený
článok [15].

Funkcia celá časť

Ďalšou funkciou definovanou po častiach, ktorá sa často vyskytuje v učebniciach, je
funkcia celá časť. Zaviedol je C. F. Gauss v roku 1808 (pozri [8]) spolu s označe-
ním [x], ktoré niektorí autori používajú dodnes (pozri napr. [17]). Postupne sa však
čoraz viac uprednostňuje názov dolná celá časť s označením ⌊x⌋, často spoločne

3The rules for such functions cannot be expressed as a single algebraic equation.
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s funkciou horná celá časť s označením ⌈x⌉ (pozri [19]), ktoré zaviedol v roku 1962
K. Iverson (pozri [9]). V zahraničných učebniciach (pozri napr. [13]) sa obvykle celá
časť reálneho čísla x označuje JxK. Niektorí autori označujú celú časť int(x) (pozri
napr. [25]), prípadne Int(x) (pozri napr. [22]). Dokonca v niektorých učebniciach sa
dolná celá časť označuje [x] a horná celá časť ⌈x⌉ (pozri napr. [14] alebo [21]). Pri-
pomeňme si definície:

⌊x⌋ = max{k ∈ Z : k ≤ x}, ⌈x⌉ = min{k ∈ Z : k ≥ x}.
Na precvičovanie tohto pojmu sú vhodné rovnice s celou časťou – napr. v knihe [2]
je takýmto rovniciam venovaná jedna kapitola. Pomocou dolnej celej časti môžeme
definovať priame periodické rozšírenie funkcie f : [a, b) → R predpisom4

f̃(x) = f
(
x−

⌊
x−a
b−a

⌋
· (b− a)

)
a pomocou hornej celej časti môžeme definovať priame periodické rozšírenie funkcie
f : (a, b] → R predpisom

f̃(x) = f
(
x−

⌈
x−b
b−a

⌉
· (b− a)

)
.

Napríklad funkcia f : R → R, pre ktorú platí

f(x+ 1) =
1

2
+
√

f(x)− f2(x), x ∈ R,

musí byť periodická. Konkrétny príklad takejto funkcie (pozri obr. 1) môžeme zo-
strojiť ako priame periodické predĺženie funkcie definovanej po častiach predpisom

f(x) =

{
1, ak 0 ≤ x < 1,
1
2 , ak 1 ≤ x < 2.

Obrázok 1. Priame periodické predĺženie

4Intervaly označujeme podľa normy STN EN ISO 80000-2. Teda napr. [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}.
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Funkcia signum

Ako sme uviedli vyššie, reálne číslo je buď kladné, buď záporné, alebo nula. To nás
privádza k ďalšej neelementárnej funkcii. Funkcia signum je definovaná predpisom
(pozri napr. [18] alebo [19])

sgn(x) =


1, pre x > 0,

0, pre x = 0,

−1, pre x < 0.

Funkciu signum zaviedol L. Kronecker v roku 1878 (pozri [11]). Všimnime si, že platí
|x| = x sgn(x). Odtiaľ pre x ̸= 0 dostávame sgn(x) = |x|/x. Tento vzťah môžeme
prepísať do tvaru sgn(x) = x/|x|.

Pomocou doteraz uvedených funkcií definovaných po častiach môžeme funkciu
f : R → R, ktorá je riešením funkcionálnej rovnice

f(f(x)) = −x, x ∈ R,

zapísať napríklad takto

f(x) = sgn(x)− (−1)⌈|x|⌉ · x, x ∈ R.

Graf tejto funkcie si môžeme vykresliť v programe GeoGebra takto:
f(x)=sgn(x)-(-1)^(ceil(abs(x)))x

Dirichletova funkcia

V knihe [18] je ešte uvedená Dirichletova funkcia, ktorá je definovaná predpisom

χ(x) =

{
1 pre x racionálne,
0 pre x iracionálne.

Zaviedol ju L. Dirichlet v roku 1829 (pozri [6]). Ide o funkciu, ktorá je nespojitá
v každom bode. Na rozdiel od predchádzajúcich funkcií definovaných po častiach,
Dirichletovu funkciu nepozná ani GeoGebra ani Wolfram Alpha. Pritom ide o po-
merne jednoduchý príklad funkcie, ktorá nie je Riemannovsky integrovateľná. Wolf-
ram Alpha však pozná istú modifikáciu Dirichletovej funkcie, ktorú zaviedol J. Tho-
mae v roku 1875 (pozri [26]) a ktorá sa v našej a ruskej literatúre zvykne nazývať Rie-
mannova funkcia. Pôvod tohto názvu sa nám však nepodarilo zistiť. Wolfram Alpha
túto funkciu pozná ako Thomae function. Môžete si to vyskúšať, napr. takto:
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ThomaeFunction[x] where x=sqrt(2)
ThomaeFunction[x] where x=10/6
ThomaeFunction[x] where x=-5/3
Dirichletovu funkciu môžeme potom vyjadriť pomocou Riemannovej funkcie:
sgn[ThomaeFunction[x]] where x=sqrt(2)
sgn[ThomaeFunction[x]] where x=10/6
sgn[ThomaeFunction[x]] where x=-5/3

Riemannova funkcia je definovaná predpisom (pozri napr. [23])

R(x) =


1

q
, ak x =

p

q
, kde zlomok

p

q
je v základnom tvare,

0, ak x je iracionálne.

Napríklad R(
√
2) = 0, R(10/6) = 1/3, R(−5/3) = 1/3. Môžete si to porovnať

s výpočtami v programe Wolfram Alpha, ako je uvedené vyššie.
Riemannova funkcia je nespojitá v racionálnych číslach a spojitá v iracionálnych

číslach. Vyjadrenie χ(x) = sgn(R(x)) sa v učebniciach uvádza na ilustráciu toho, že
kompozícia dvoch Riemannovsky integrovateľných funkcií nemusí byť Riemannov-
sky integrovateľnou funkciou.

Úlohy

Na záver uvedieme na precvičenie niekoľko úloh zo zahraničnej literatúry.

Úloha 1. (Pozri [20]) Nech

f(x) =


x+ 5 ak x ≤ −3,

2x2 − 1 ak − 3 < x ≤ 2,

−x/2 ak x > 2.

Pre ktoré hodnoty x je f(x) = x?

Úloha 2. (Pozri [16]) Nakreslite graf funkcie

f(x) =

{
−
√
4− x2 pre − 2 ≤ x ≤ 0

x2 − 4 pre x > 0

Nájdite všetky hodnoty k, pre ktoré rovnica f(x) = k má (a) 0 (b) 1 (c) 2 korene.

Úloha 3. (Pozri [16]) Hamburgery McMaths majú modernizovať svoje logo, ako je
uvedené na obr. 2. Vyjadrite túto funkciu ako funkciu definovanú po častiach, pomo-
cou (a) 4 (b) 3 (c) 2 častí (t. j. pravidiel, ktoré definujú funkciu).
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Obrázok 2. Návrh loga pre McMaths

Úloha 4. (Pozri [7]) Nech f(x) =

{
3− x x < 1

ax2 + bx x ≥ 1
, kde a, b sú konštanty.

a) Ak funkcia f je spojitá pre všetky x, aký je vzťah medzi a, b?
b) Nájdite také hodnoty a, b, pre ktoré je funkcia f spojitá a diferencovateľná.
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