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Ukážeme, že to nie je celkom tak. Aritmetike desatinných periodických čísel sa
venuje článok [8]. V roku 2021 bol publikovaný článok [3], v ktorom je elementárnym
spôsobom popísaná aritmetika reálnych čísel, ktoré sú reprezentované desatinnými
číslami (nielen periodickými). Kvôli jednoduchosti uvedieme v tejto časti iba sčítanie
desatinných periodických čísel bez ich vyjadrenia v tvare zlomku.

Hľadáme periódu racionálneho čísla

V publikácii [6] autor popisuje triedny projekt pre žiakov, ktorý je zameraný na de-
satinné čísla a zlomky. Skúmaniu racionálnych desatinných čísel na strednej škole sa
venuje aj diplomová práca [1]. Píše sa tam, že vyjadrenie zlomkov v tvare periodic-
kých desatinných čísel, ako napr.

1
23 = 0.0434782608695652173913 (perióda má 22 cifier),

je nad rámec jednoduchej vedeckej kalkulačky. Autorka preto odporúča oboznámiť
žiakov s výkonnejšími výpočtovými nástrojmi, ktoré sú ľahko dostupné na internete,
napr. www.wolframalpha.com/. Tieto programy umožňujú žiakom skúmať/vypočí-
tať takéto reprezentácie racionálnych čísel s pomerne dlhou periódou – čo je pri po-
čítaní na kalkulačke takmer nemožná úloha (napr. perióda zlomku 1/113 má 112
cifier).

Platí nasledujúce tvrdenie (pozri napr. [2]):

Veta. Nech p je prvočíslo, pre ktoré platí p ̸= 2 a p ̸= 5. Potom číslo 1/p má
periódu dĺžky p− 1 práve vtedy, keď číslo 10 je primitívnym koreňom čísla p.

Pripomeňme si, že prirodzené číslo k je primitívnym koreňom prvočísla p práve
vtedy, keď postupnosť mocnín čísla k modulo p vytvorí všetky prirodzené čísla men-
šie ako p.

Podľa tejto vety perióda čísla 1/23 má 22 cifier. Na overenie toho, že číslo 10
je primitívnym koreňom prvočísla 23, môžeme použiť program GeoGebra (v okne
počítačovej algebry CAS) nasledujúcim spôsobom:
Sort(Sequence(Mod(10^n,23),n,1,22))

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22}
Ako vidíme, v tomto zozname sú všetky prirodzené čísla menšie ako 23. Preto číslo
10 je primitívnym koreňom prvočísla 23.

Užitočné je tiež nasledujúce tvrdenie (pozri napr. [7]):

Veta. Nech p je prvočíslo, pre ktoré platí p ̸= 2 a p ̸= 5. Ak n je dĺžka periódy čísla
1/p, potom n je najmenšie také prirodzené číslo, pre ktoré číslo 10n − 1 je deliteľné
číslom n.

www.wolframalpha.com/
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Pre p = 23 môžeme znova použiť program GeoGebra (v okne CAS):
RemoveUndefined(Sequence(If(GCD(10^n-1,23)==23,n),n,1,22))

{22}
Výstupom je zoznam všetkých prirodzených čísel s vlastnosťou uvedenou vo vete,
ktoré sú menšie ako prvočíslo p. V našom prípade obsahuje tento zoznam iba číslo 22
(čo je zrejme najmenšie číslo tohto zoznamu), preto perióda čísla 1/23 má 22 cifier.

V článku [11] je ukázané, že ak p je také prvočíslo, že číslo 1/pmá periódu dĺžky
p− 1, potom číslo tvarum/p, kdem ∈ {1, 2, . . . , p− 1}, má periódu zloženú z tých
istých cifier ako číslo 1/p, len začínajúcu inou cifrou (hovorí sa tomu cyklická per-
mutácia). Autor tiež ukazuje, ako problematika desatinných periodických čísel môže
byť vstupnou bránou do abstraktnej algebry.

Prejdeme k sľúbenému hľadaniu periódy na kalkulačke. Postup je vysvetlený
v poznámkach k prednáškam [9] (na hľadaní periódy čísla 1/19). Na kalkulačke (my
sme použili kalkulačku smartfónu) vydelíme číslo 1 číslom 23 a potom výsledok vy-
násobíme číslom 23:

postupne stlačíme 1 ÷ 2 3 = , zapíšeme si výsledok 0.0434782609

a pokračujeme × 2 3 = . Dostaneme číslo 1.0000000007.

Dostali sme číslo, ktoré prepíšeme do tvaru 1+7·10−10. Takto sme získali číslo 7,
ktoré použijeme v druhom kroku.

Teraz vydelíme číslo 7 číslom 23 a potom výsledok vynásobíme číslom 23:

postupne stlačíme 7 ÷ 2 3 = , zapíšeme si výsledok 0.3043478261

a pokračujeme × 2 3 = . Dostaneme číslo 7.0000000003.

Dostali sme číslo, ktoré prepíšeme do tvaru 7 + 3 · 10−10. Takto sme získali číslo 3,
ktoré použijeme v treťom kroku.

Teraz vydelíme číslo 3 číslom 23 a potom výsledok vynásobíme číslom 23:

postupne stlačíme 3 ÷ 2 3 = , zapíšeme si výsledok 0.1304347826

a pokračujeme × 2 3 = . Dostaneme číslo 2.9999999998.

Dostali sme číslo, ktoré prepíšeme do tvaru 3− 2 · 10−10. Takto sme získali číslo
2, ktoré použijeme vo štvrtom kroku.

Tu nastáva zmena, pretože 3− 2 · 10−10 nie je súčet, ale rozdiel. V tomto prípade
budeme na kalkulačke počítať rozdiel 1 − 2

23 = 21
23 . Teda vydelíme číslo 21 číslom

23 a potom výsledok vynásobíme číslom 23:
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postupne stlačíme 2 1 ÷ 2 3 = , zapíšeme si výsledok 0.9130434783

a pokračujeme × 2 3 = . Dostaneme číslo 21.0000000009.

Dostali sme číslo, ktoré prepíšeme do tvaru 21+ 9 · 10−10. Takto sme získali číslo 9,
ktoré použijeme v piatom kroku.

Postup opakujeme. Výpočty možno prehľadne zapísať takto:
1
23 ≈ 0.043 478 260 9

/
· 23 1 ≈ 1.000 000 000 7 = 1 + 7 · 10−10

7
23 ≈ 0.304 347 826 1

/
· 23 7 ≈ 7.000 000 000 3 = 7 + 3 · 10−10

3
23 ≈ 0.130 434 782 6

/
· 23 3 ≈ 2.999 999 999 8 = 3− 2 · 10−10

1− 2
23 ≈ 0.913 043 478 3

/
· 23 21 ≈ 21.000 000 000 9 = 21 + 9 · 10−10

9
23 ≈ 0.391 304 347 8

/
· 23 9 ≈ 8.999 999 999 4 = 9− 6 · 10−10

1− 6
23 ≈ 0.739 130 434 8

/
· 23 17 ≈ 17.000 000 000 4 = 17 + 4 · 10−10

4
23 ≈ 0.173 913 043 5

/
· 23 4 ≈ 4.000 000 000 5 = 4 + 5 · 10−10

5
23 ≈ 0.217 391 304 3

/
· 23 5 ≈ 4.999 999 998 9 = 5− 11 · 10−10

1− 11
23 ≈ 0.521 739 130 4

/
· 23 12 ≈ 11.999 999 999 2 = 12− 8 · 10−10

1− 8
23 ≈ 0.652 173 913 0

/
· 23 15 ≈ 14.999 999 999 0 = 15− 10 · 10−10

1− 10
23 ≈ 0.565 217 391 3

/
· 23 13 ≈ 12.999 999 999 9 = 13− 1 · 10−10

1− 1
23 ≈ 0.956 521 739 1

/
· 23 22 ≈ 21.999 999 999 3 = 22− 7 · 10−10

1− 7
23 ≈ 0.695 652 173 9

/
· 23 16 ≈ 15.999 999 999 7 = 16− 3 · 10−10

1− 3
23 ≈ 0.869 565 217 4

/
· 23 20 ≈ 20.000 000 000 2 = 20 + 2 · 10−10

2
23 ≈ 0.086 956 521 7

/
· 23 2 ≈ 1.999 999 999 1 = 2− 9 · 10−10

1− 9
23 ≈ 0.608 695 652 2

/
· 23 14 ≈ 14.000 000 000 6 = 14 + 6 · 10−10

6
23 ≈ 0.260 869 565 2

/
· 23 6 ≈ 5.999 999 999 6 = 6− 4 · 10−10

1− 4
23 ≈ 0.826 086 956 5

/
· 23 19 ≈ 18.999 999 999 5 = 19− 5 · 10−10

1− 5
23 ≈ 0.782 608 695 7

/
· 23 18 ≈ 18.000 000 001 1 = 18 + 11 · 10−10

11
23 ≈ 0.478 260 869 6

/
· 23 11 ≈ 11.000 000 000 8 = 11 + 8 · 10−10

8
23 ≈ 0.347 826 087 0

/
· 23 8 ≈ 8.000 000 001 0 = 8 + 10 · 10−10

10
23 ≈ 0.434 782 608 7

/
· 23 10 ≈ 10.000 000 000 1 = 10 + 1 · 10−10

Teraz by už nemal byť problém uvidieť, ako postupne pribúdajú jednotlivé cifry
v desatinnom rozvoji (hneď za desatinnou bodkou). A takto nájdeme periódu:

1/23 ≈ 0.0434782609
14/23 ≈ 0.6086956522
12/23 ≈ 0.5217391304
7/23 ≈ 0.3043478261

1/23 = 0.0434782608695652173913
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Teraz už ľahko vieme vyjadriť ako desatinné periodické číslo každé číslo tvaru
m/23, kdem ∈ {1, 2, . . . , 22}. Urobte to napr. pre číslo 8/23, ktoré sme spomenuli
v úvode.

Aj v prípade, že prvočíslo p bude iba dvojciferné, zlomok 1/pmôže mať pomerne
dlhú periódu. Žiaci si to môžu vyskúšať na zlomkoch 1/29, 1/47, 1/59, 1/61 a 1/97.

Na záver tohto odseku sa ešte zastavme pri menovateli 113. Objavuje sa pri hľa-
daní najlepšej racionálnej aproximácie čísla π v tvare zlomku s menovateľommenším
ako 1000. Ide o zlomok 355/113, ktorý sa zhoduje s číslom π na 6 desatinných miest.
A má aj svoju webstránku https://en.wikipedia.org/wiki/Mil%C3%BC.

Sčítanie desatinných periodických čísel

Postup budeme ilustrovať na súčte

2.54817 + 0.578 = (1)

Sčítance majú periódy rôznych dĺžok. Najmenší spoločný násobok týchto dĺžok bude
dĺžkou periódy súčtu týchto čísel (pozri [8]). Jednotlivé sčítance vyjadríme v tvare
desatinných periodických čísel s periódami rovnakej dĺžky umiestnenými na rovnakej
pozícii:

2.54817817

+ 0.57878787

Teraz využijeme to, že vieme sčítať čísla s konečným desatinným rozvojom:

2.54817817

+ 0.57878787

3.12696604

Toto však ešte nedáva hľadaný súčet (1), ktorý sa rovná číslu 3.12696605. Môžeme
sa o tom presvedčiť napríklad pomocou nástroja www.wolframalpha.com/, kde do
príkazového riadku napíšeme

(2.54 with 817 repeating)+(0.5 with 78 repeating)
Nevzali sme totiž do úvahy prechod cez desiatku. Preto náš výpočet upravíme tak,

že každému zo sčítancov pridáme ďalšiu cifru (podľa príslušnej periódy):

2.548̇17817̇8

+ 0.578̇78787̇8

3.126̇96605̇6

https://en.wikipedia.org/wiki/Mil%C3%BC
www.wolframalpha.com/
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Bodkami nad číslicami sme vyznačili začiatok a koniec periódy. Tento alternatívny
spôsob označovania používa napr. aplikácia pre smartfón Photomath:

Vidíme, že Photomath rieši úlohu prevedením desatinných čísel na zlomky. Pritom
pri skenovaní akceptuje obidva spôsoby zápisu desatinných periodických čísel.

Pozrime sa ešte na jeden súčet:

0.56718 + 2.01281 = (2)

Postup, ktorý sme použili vyššie, dáva:

0.567̇18̇7

+ 2.012̇81̇2

2.579̇99̇9

Avšak www.wolframalpha.com/ dáva výsledok 2.58. Ide totiž o špeciálny prípad,
keď súčet cifier v periódach, ktoré sú na rovnakých pozíciách, je rovný číslu 9. Kon-
krétne, v našej ukážke máme 7+2 = 9, 1+8 = 9, 8+1 = 9. Náš výpočet dal správny
výsledok, pretože 2.579 = 2.58. Naozaj, môžeme sa o tom presvedčiť nasledujúcim
spôsobom (pozri napr. [10]):

2.58 + 2.579

2
=

5.159

2
= 2.579,

pričom poslednú rovnosť sme získali delením čísla 5.159 číslom 2.

www.wolframalpha.com/
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5.1599... : 2 = 2.5799...
4
1.1
1.0
15
14
19
18
19
18
1

Už si len stačí uvedomiť, že z rovnosti a+b
2 = b vyplýva a = b.

Pokiaľ chceme v takýchto prípadoch dostať výsledok v tvare ukončeného desatin-
ného rozvoja, pridáme na poslednú pozíciu číslo 1. V našej ukážke teda postupujeme
takto:

0.567̇18̇

+ 2.012̇81̇

1

2.58000

A úplne na záver niečo na samostatnú prácu:

Úloha. Riešte rovnicu
0.ab+ 0.abc =

33

37
,

kde 0.ab = 0.ababab . . . , 0.abc = 0.abcabc . . . sú desatinné periodické čísla.2

u
Pri takýchto úlohách je vhodné upozorniť žiakov, že pokiaľ a, b sú cifry v desa-

tinnom čísle, tak ab nie je súčin. Podobne ako 23 je číslo dvadsaťtri, nie je to súčin
čísel dva a tri.
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