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O rieSeni nerovnic s absolutnou hodnotou

Jozef Dobo$§

Abstract [On Solving Absolute Value Inequalities]: In this paper, we would
like to show how it is possible to solve absolute value inequalities in school
Mathematics using method of rationalization.

Key words: solving absolute value inequalities, method of rationalization
Suhrn: V tomto ¢lanku chceme ukazat’, ako mozno riesit’ nerovnice s absolut-
nou hodnotou v $kolskej matematike metddou racionalizacie.

KPacové slova: rieSenie nerovnic s absoliitnou hodnotou, metdda racionalizacie

MESC: H30

Nerovnice obsahujice neznamu v absoltitnej hodnote ziaci rieSia najcastejsie rozdele-
nim defini¢ného oboru nerovnice na intervaly, v ktorych kazdy z vyrazov v absolutne;j
hodnote nemeni znamienko. V kazdom z tychto intervalov takto dostanu nerovnicu,
ktora uz neobsahuje absolutne hodnoty. Kazdu z nich rieSia na prislusnom intervale
samostatne a nakoniec urobia zjednotenie takto najdenych rieSeni. (Pozri napr. [1].)
Citatel'om, ktori si chct rozsirit’ svoje poznatky o rieSeni nerovnic, odporii¢ame sériu
¢lankov, ktoré vysli v roku 2015 v metodickom casopise pre ucitelov. Posledné dva
diely su venované prave nerovniciam s absolitnou hodnotou. Ako tam pise Cepreit
AnexceeBnd lllecrakoB (pozri[2]), vySSie popisany sposob riesenia robi ziakom prob-
lémy — hlavne vtedy, ked’ st absolutne hodnoty vnorené do seba. Takéto tilohy sa vSak
vyskytujt aj v niektorych priruc¢kach, ktoré vydavaji nase univerzity pre uchadzacov
o stadium (pozri napr. [1]).

Ciel'om tohto ¢lanku je ukazat’ Citatel'om iny spdsob rieSenia takychto nerovnic.
Predovsetkym nerovnic s absolutnou hodnotou, ktoré mozno previest do jedného
z nasledujucich tvarov:

[f@) <g(x), [f@)]<glx), |f@)]<lg@), [f@)]<lg(x)l

V podstate pojde o metddu racionalizacie nerovnic, v ktorej sa dana nerovnica preve-
die na racionalnu nerovnicu, pripadne na sustavu racionalnych nerovnic. Silu metody
racionalizdcie nerovnic ilustrujeme v zavere ¢lanku na zlozitejsej tlohe, ktord je inym
sposobom riesena na internete (pozri [3]).



Nerovnice s jednou absolitnou hodnotou

V tejto kapitole budeme pouzivat’ nasledujucu vlastnost’ absolitnej hodnoty:

L el <be —b<a<b,
Pre 'ubovol'né realne cisla a, b plati (1)
la] <bs —b<a<b.

Priklad 1. RieSme nerovnicu
x — |3z — 5| > 0. ()

Riesenie. Nerovnicu () najskor prepiSeme do tvaru |3z — 5| < 2. Potom podla ([l)
je nerovnica (]) ekvivalentna s nasledujucou sustavou nerovnic:

—rx<3r—-5<ux. 3)

Kazdu nerovnicu sustavy (f]) rie§ime samostatne.

—x < 3x — 5, 3r —5 < «x,
5 < A4z, 2x < 5,
§<ae :r<§.
4 ’ 2

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice (2) je interval (%; %) GeoGebra dava rie-
Senie v tvare {2 < x < 2}, o je skratena verzia zapisu {z € R | 2 <z < 5}.
Priklad 2. RieSme nerovnicu

x+4+ |3z — 5[ > 0. 4)

RieSenie. Reélne &islo  je rieSenim nerovnice () prave vtedy, ked’ nie je rieSenim
nerovnice
x+4+ 13z -5/ <0. Q)

Podra ([ll) je nerovnica (H) ekvivalentna s nasledujiicou stistavou nerovnic:
r+4<3x—-5<-—x—4. (6)

Kazdt z nerovnic sustavy () riesime samostatne:

x+4 < 3x—5, 3r —5 < —x — 4,
9 < 2z, 4r <1,
9<:c a:<1.
2= — 4



Pretoze % < %, také reélne Cislo = neexistuje. Teda ziadne redlne Cislo x nie je rieSe-
nim nerovnice (F). Preto kazdé realne &islo x je rie§enim nerovnice (4).

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice (4) je mnozina vietkych realnych &isel.

Nerovnice s dvomi absolutnymi hodnotami

V tejto kapitole budeme pouzivat’ nasledujucu vlastnost’ absoltitnej hodnoty:

P Jlal < bl < (b—a)(b+a) >0,
Pre 'ubovolné realne ¢isla a, b plati ©)
la| < o] < (b—a)(b+a) > 0.
Priklad 3. RieSme nerovnicu (pozri [[L])
2 — 1
° ' > 2. )
z—1

RieSenie. Vyraz na l'avej strane nerovnice (§) nie je definovany pre = = 1.
Odteraz budeme predpokladat’, Ze z # 1. Potom moZeme prepisat’ nerovnicu (§)
do tvaru
|22 — 2| <[22 — 1. ©)

Podra (7) m6zeme nerovnicu (f)) prepisat’ do tvaru

(22 —1) = (22— 2))((2z — 1) + (2z — 2)) >0,
4 — 3 > 0,

2>
1

Nakoniec, nesmieme zabudnit’ na nas predpoklad x # 1.

Odpoved': Oborom pravdivosti nerovnice (§) je mnozina (2;1) U (1; 00).
GeoGebra dava odpoved' v tvare {2 < x < 1,x > 1}, ¢o je skratend verzia zapisu
{reR|2<z<lvaz>1}.

Priklad 4. RieSme nerovnicu (pozri [[l]])

<1. 10
1‘2—4 — ( )

x2—5x+4‘

Riesenie. Nerovnica ([L0) je ekvivalentna s nerovnicou

|2? — 5a + 4] < |2? — 4. (11)



Vyraz na Pavej strane nerovnice ([L() nie je definovany pre z = —2 a z = 2. Aviak
ani jedno z ¢isel x = —2, x = 2 nie je rieSenim nerovnice ([L1)). Odteraz budeme
predpokladat, e  # —2 a x # 2. Podla () moézeme nerovnicu ([L1]) prepisat’ do
tvaru

((z® —4) — (2* =52 +4)) ((z® — 4) + (2® — 5z +4))

Nerovnicu ([12) si uz méZete vyriesit’ samostatne.

5.
2
GeoGebra dava odpoved’ v tvare {0 <x< g, x > %}, ¢o je skratena verzia zapisu
{reRj0<z<iva>3}

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice ([L0) je mnozinall [O; %] U [ oo).

Priklad 5. RieSme nerovnicu (pozri [|L]])
|3x — 5] +2 < |z +2|. (13)

RieSenie. Viimnime si, ze |3z — 5| + 2 > 2 > 0 pre kazdé realne &islo z. Preto pre
Fav stranu nerovnice ([13) plati [3z — 5| + 2 = ||32 — 5| + 2|. Podla () mézeme
nerovnicu ([13) prepisat’ do tvaru

(z+2) = (|32 = 5| +2)) ((z +2) + (|3z — 5| + 2)) >0,
(x — [3x = 5])(z + 4 + |3z — 5]) > 0. (14)

V priklade ¢. 2 sme ukézali, ze © + 4 + |3z — 5| > 0 pre kazdé realne ¢islo x. Preto
nerovnica ([[4) je ekvivalentna s nerovnicou = — |3z — 5| > 0. Ta sme uz vyriesili
v priklade ¢. 1.

Odpoved: Oborom pravdivosti nerovnice ([13) je interval (%; %)
Priklad 6. RieSme nerovnicu (pozri [|1])
||z 42| - 5| > 3. (15)
Riesenie. Podla (7)) mozeme nerovnicu ([L3) prepisat’ do tvaru
(le+2|—5=3)(Jz+2| -5+ 3) >0,
(|2 +2] - 8)(jz +2| —2) >0, /-(\m+2\+8)

"Intervaly oznatujeme podl'a normy STN EN ISO 80000-2.



Pre kazdé realne ¢islo x totiZ plati |z + 2| + 8 > 0.
(@+2?=8)(z+2[-2) >0, /- (lo+2/+2)
Pre kazdé realne ¢islo x totiZ plati |z + 2| + 2 > 0.

(z+2-8)(z+2+8)((x+2)*—2%) >0,
(z—6)(z+10)(z +2—2)(z +2+2) >0,
(z — 6)(z + 10)z(z + 4) > 0.

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice ([13) je mnoZina
(—o0; —10) U (—4;0) U (65 00).

Priklad 7. RieSme nerovnicu (pozri [2])
||2* + 3z +2] —1| > 1. (16)
Riesenie. Podl'a (7)) mozeme nerovnicu ([L§) prepisat’ do tvaru
(|2 +3x4+2| —1—-1)(J22 + 3z +2| —1+1) >0,
(|22 + 3z 42| — 2)|z2 + 32 + 2| >0, /~(|x2+3x+2y+2)

Pre kazdé realne &islo z totiz plati |22 + 3z + 2| +2 > 0.

((z® + 3z +2)* — 2%)[2% + 3z + 2| > 0,
(2 +3z+2—2)(z? + 3z + 2+ 2)[2* + 3z + 2| > 0,

/‘ |(z +1)(z + 2)]

2
r(x+3)(z° + 3z +4)|(z +1)(z +2)] >0, 22 + 3z + 4

Pre kazdé reélne ¢islo z totiz plati |(x + 1)(x + 2)| > 0, 22 + 3z +4 > 0.

z(z+3)(z+ 1)} (z +2)? > 0.

Odpoved: Oborom pravdivosti nerovnice ([L6) je mnoZina
(—o0; =3] U {=2; -1} U[0; 00).
GeoGebra dava odpoved’ v tvare {x =-2,x=-1,x<-3,x> 0}.

Priklad 8. RieSme nerovnicu (pozri [[L])

||z — 2| — 3] < 2z. (17)



RieSenie. Vyraz na l'avej strane nerovnice ([L7) nemoze byt zaporny. Odtial’ vyplyva,
7e ak x je rieSenim nerovnice ([17), potom 22 > Hx —-2| - 3‘ >0,¢odavax > 0.

Odteraz budeme predpokladat’, ze > 0. Pretoze potom 2z = |2z, nerovnicu
(17) mozeme zapisat’ v tvare

||z — 2| — 3| < |2z]. (18)
Podra () mézeme nerovnicu ([1§) prepisat’ do tvaru
(20— (j— 2 = 3)) (2 + (|2 2| - 3)) >0,
(2043 — |z —2) (22 — 3+ |z —2|) >0, /-(2x+3+|a;—2y)

Za predpokladu = > 0 totiz plati 22 + 3 + |z — 2| > 0.

((2z +3)* — (z — 2)*)(2z — 3 + |z — 2|) > 0,
2x+3—-2+2)2z+3+2x—-2)2x -3+ |z —2]) >0,
1
(4 5)3z +1)(2z — 3+ |z — 2|) >0, /-<x+5)(3w+1)

Za predpokladu z > O totizplatix +5 > 0,32+ 1 > 0.
2¢ — 3+ |z — 2| > 0. (19)
Nerovnicu ([19) si uz méZete vyriesit’ samostatne.
Odpoved': Oborom pravdivosti nerovnice ([L7) je interval [1; co).
Priklad 9. Riesme nerovnicu? (pozri [3])

23 — |3z + 2|

> 0. 20
— [3z — 2 20)

Riesenie. Polozme P(x) = 23 — |3z + 2|. Potom
234+ 3x+2, akz

< —
P(z) =
2 —3x—2, akx>—

w\w w\w

Vsimnime si, ze funkcia P(z) je rastiica na intervale (—oo; —2], lebo je tam si¢tom
dvoch rasttcich funkcii y = 23 a y = 3z + 2. Z toho vyplyva, Ze pre kazdé redlne

2Uloha je vhodné pre matematické krizky, pripadne pre riesitelov matematickej olympiady.



gislox < —2 plati P(z) < P (—2) = —& < 0. Tym sme ukazali, e na intervale
(—o0; —2] funkcia P(z) nadobuda len zaporné hodnoty.
Na druhej strane, pre kazdé z > —2 méme P(z) = 23—3z—2 = (z+1)*(z—2).
Z toho vyplyva, Ze na intervale [—%; oo) ma rovnica P(x) = 0 jediny koren z = 2.
Pritom pre kazdé = > 2 plati P(z) > 0 a pre kazdé z € [—2;2) plati P(z) < 0.
Tym sme overili, ze pre kazdé reédlne Cislo x plati:
1. P(z) < 0 prave vtedy, ked’ = < 2,
2. P(z) = 0 prave vtedy, ked’ = = 2,
3. P(x) > 0 prave vtedy, ked’ = > 2.
Z toho vyplyva, Ze nerovnica (20) je ekvivalentna s nerovnicou

r—2

— > 0. 21
a3 — |3z — 2 ~ @

Polozme Q(z) = 23 — |32 — 2|. Potom

2> +3x—2, akz < %,

Q(r) =

2> —3x+2, akz> %
Vsimnime si, ze funkcia Q(x) je rastica na intervale (—oo; %], lebo je tam stctom
dvoch rastucich funkcii y = 23 ay = 3z — 2. Aviak, na rozdiel od pripadu s funkciou
P(z),tuméme Q (%) = & > 0. Teda rovnica Q(z) = 0 mdze mat’ koreii v intervale
(—o0; 2]. Pretoze plati Q(0) = —2 < 0, rovnica Q(z) = 0 m4 na intervale (—oo; 3]
prave jeden realny koren, ktory lezi medzi ¢islamiz = 0ax = % Hladame ho v tvare
x = a — b. Potom plati 2> = a® — b® — 3abx. Naozaj,

23 = (a—b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b = a® — b® — 3ab(a — b) = a® — b* — 3abu.

Rovnicu 23 4 3z — 2 = 0 prepiseme do tvaru 2> = 2 — 3z a porovname s vyjadrenim
23 = a®— b3 —3abzx. Odtial’ dostavame sustavu rovnic a® —b® = 2, ab = 1. Z rovnice
ab = 1 vyjadrime b = 1/a, ¢o dosadime do rovnice a® — b = 2. Po malej tprave
dostaneme kvadratickll rovnicu pre nezndmu a>. Takto najdeme ¢&islo a. Nakoniec
vypocitame ¢&islo b = 1/a. Preto jedinym realnym korefiom rovnice 2> + 3z —2 = 0

je cislo

zo=a-b=vV2+1-VV2-1

PretoZe funkcia Q(z) je rastica na intervale (—oo; %], pre kazdé cislo x < xg plati
Q(z) < 0 apre kazdé &islo x € (wo; 2] plati Q(z) > 0.

Na druhej strane, pre kazdé z > 2 méme Q(z) = 23 —3z+2 = (z—1)*(z+2).
Z toho vyplyva, Ze na intervale [2;00) m rovnica Q(z) = 0 jediny korefi z = 1.
Pritom pre kazdé &islo = € [2;00), z # 1 plati Q(z) > 0.



Tym sme overili, Ze pre kazdé redlne ¢islo x plati:
1. Q(z) < 0 prave vtedy, ked (z — x¢)(z — 1)? < 0,
2. Q(zx) = 0 prave vtedy, ked’ (z — z0)(z — 1)2 =0,
3. Q(x) > 0 prave vtedy, ked (z — x¢)(z — 1)? > 0.
Z toho vyplyva, ze nerovnica (R1) je ekvivalentna s nerovnicou

T —2
(= z0)(@ — 1)2

> 0. (22)

Nerovnicu (R2) si vyrieste samostatne. Treba k tomu vyuzit' fakt, 7e zo < % < 1.

Odpoved': Oborom pravdivosti nerovnice (20) je mnozina
(—o0; ¥/V2+1-3/vE-1) U (2;00).

GeoGebra nevie nerovnicu (20) riesit. Wolfram Alpha dava odpoved’ v tvare

- (1+v2)** 1
Y/11v2

T > 2.

S nerovnicou (20) sa stretneme pri rie$eni nasledujiicej logaritmickej nerovnice:

23 — |32 4 2
zlog,(,y s(z) > 0, kde r(z) = log|$2_3|_2(x2 —3lz| 4+ 2),s(z) = x3—:3:c—2;
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