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RieSenie rovnic graficky

Jozef Dobo$§

Abstract [Solving Equations Graphically]: In this paper, we would like to
show how it is possible to solve equations in school Mathematics graphically.
Key words: solving equations graphically

Suhrn: V tomto ¢lanku chceme ukézat, ako mozno graficky riesit’ rovnice
v Skolskej matematike.

Krucové slova: grafické rieSenie rovnic

MESC: H30

Uvod

V tomto ¢lanku sa pozrieme na to, ako sa v minulosti v Skolskej matematike riesili
rovnice graficky, ako mozno dnes vyuzit' na tento Gcel vypoctovu techniku, ako aj na
uzito¢nost’ takéhoto pristupu k hlbSiemu porozumeniu problematike rieSenia rovnic.

Grafické rieSenie kvadratickej rovnice

Ak chceme zistit’, ¢o to znamena ,riesit’ rovnicu graficky®, je vhodné siahnut’ po
starSich ucebniciach, ktoré sa pouzivali vtedy, ked’ eSte osobné pocitace neexistovali.
Napriklad v ucebnici [5] je cely odsek venovany grafickému rieSeniu kvadratickej
rovnice, ktora sa pre tento ucel najskor upravi do tvaru

22 =k + q. (D

Pri grafickom rieseni rovnice (1) postupujeme tak, Ze na milimetrovy papier ', na kto-
rom uz mame dopredu narysovany graf funkcie y = 22 (¢o najpresnejsie), narysujeme
(pomocou pravitka) priamku, ktora je grafom linearnej funkcie y = kx + ¢. Korene
rovnice (1) potom ndjdeme ako x-ové suradnice priesecnikov tychto grafov.

Dnes si takyto milimetrovy papier s grafom funkcie y = - vieme pripravit na po-
¢itaci (napr. v programe GeoGebra). Mo6ze byt sticast’ou pracovného listu, v ktorom
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ziaci budu graficky riesit’ kvadratické rovnice. Na obr. 1 vidime vyrez z milimetro-
vého papiera, na ktorom sme graficky riesili rovnicu 22 = 2x 4 2. Najskor vyznaéime
dva body, ktoré lezia na grafe linearnej funkcie y = 2x + 2. Zvolili sme body [—1, 0]
a [0, 2], ktoré lezia na stiradnicovych osiach, vezmeme pravitko a tieto dva body spo-
jime priamkou. Prieseéniky tejto priamky s grafom funkcie y = 22 uréuji korene
rovnice 22 = 2z + 2. Korene potom odhadneme vizudlne: —0.75 < x; < —0.70,
2.70 < x9 < 2.75. Pre porovnanie, ich presné hodnoty st:

z1=1—3~—0.732, 20 = 1 + /3 ~ 2.732.

L
(@]
N

D
C

N V.
N <

71 =[0 XM ) 9 4 Y o

7

Obrazok 1. Grafické riesenie rovnice x° = 2x + 2 na milimetrovom papieri.

Dnes mozeme takéto grafické rieSenie rovnic simulovat’ na pocitaci. Nemusime
sa spoliehat’ na vizudlny odhad koretiov, pretoze GeoGebra nam umoziiuje zobrazit’
suradnice tychto priesecnikov podstatne presnejsie. MoZeme to vidiet’ na obr. 2.

5 /1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
x; = —0.732050807568877  x» = 2.732050807568877

1 — /3 = —0.73205080756887729353

Obrazok 2. Grafické riesenie rovnice x> = 2x + 2 v programe GeoGebra.



Pomocou nastroja Intersect vyznaéime prieseéniky priamky y = 2z + 2 a para-
boly y = z2. Nastavime Rounding na 15 desatinnych miest. V algebraickom okne sa
nam zobrazia suradnice tychto priese¢nikov. GeoGebra nam dokonca dovol'uje vy-
jadrit’ tieto suradnice pomocou odmocnin. Sta¢i pouzit’ prikazy SurdText(B) a Surd-
Text(A). Vidime, 7¢ z-ova stradnica prieseénika B je ¢islo 1 = 1 — /3 a z-ova
stradnica prieseénika A je ¢islo x5 = 14 /3, €o st presné hodnoty koreiiov rovnice

2 = 22 4 2 (pozri obr. 3).

= X2
=2x+2

(-0.732050807568877, 0.535898384862245)
® A=(2.732050807568877, 7.464101615137754)

® textl = "(1_\/354_2\/5)"
® text2 = "(1+\/§,4+2\/§)..

®fy
® gy
® B=

Obrazok 3. Pouzitie prikazov SurdText(B) a SurdText(A).

Tymto spoésobom mozZzeme pomocou programu GeoGebra riesit’ aj iné rovnice.
Dokonca aj také, ktoré nevieme riesit’ analyticky. Napriklad rovnicu cos x = x (pozri
obr. 4).

® f(x) = cos(x)
® s5(x) =x
= (0.739085133215161, 0.739085133215161)

Obrazok 4. Graficke riesenie rovnice cosx = .

Pre porovnanie, v programe Wolfram Alpha pomocou prikazu solve cos(x)=x
dostavame

0.7390851332151606416553120876738734040134

Od grafického rieSenia k analytickému rieSeniu

Teraz si ukazeme, ako nam moze grafické rieSenie rovnice pomoct pri hl'adani jej ana-
lytického rieSenia. Nasledujuca rovnica (pozri [[I]] a [3]) méze byt pre zaciatocnikov

narocna: )
2 v ) —1 2
22+ <x+1 . @)




PoloZzme y = _75. Rovnica (B) potom prejde do tvaru 2 4+ y? = 1, &o je rovnica
jednotkovej kruznice so stredom v pociatku suradnicového systému. Pretoze plati

=T = 1- x—il, grafom funkcie y = 77 je rovnoosa hyperbola s asymptotami
x = —1 ay = 1. Grafické rieSenie v programe GeoGebra mozeme vidiet’ na obr. 5.
Conic !
® eql: x2+y2= / ! z
Function i
o | U A
o f:y=_ 1 V B
Line f
Point 3 2 3 3
® A=(-0.46899,-0.883203706144894) i /
® B=(0.883203506024526, 0.46898994357173) ! AP

Obrazok 5. Grafické riesenie rovnice () v programe GeoGebra.

GeoGebra nedokéze analyticky riesit’ rovnicu (f]) ani v okne pocitatovej algebry
(CAS), ktoré sliizi na symbolické vypocty. Poskytne nam vsak presnejsie aproximacie
koretiov rovnice (), ako vidime na obr. 6.

2
1 Solve <x2 + (L) = 1)
X1

— {x= —0.4689899435404,x = 0.8832035059135}
> Vstup...

Obrdzok 6. Riesenie rovnice () v okne CAS.

Analyticky riesit’ rovnicu () dokaZe program Wolfram Alpha. Sta¢i pouzit’ prikaz
solve x~2+(x/(x+1))"2=1 over the reals, ¢o dava

r1 = —

l\')\»—l
%\HS\H
[\ [\
[\DM—t w\r—t

\/2v2 — 1.
Prirodzena otazka je, ¢i sa da k tymto koreniom dopracovat’ elementarnymi prostried-
kami. Skusili sme dat’ tito rovnicu vysokoskolakom, Studentom matematiky v dru-

hom ro¢niku bakalarskeho studia. AvSak dostali sa iba k nasledujicej rovnici Stvrtého
stupna, s ktorou si uz nedokazali poradit’:

Tro9 = —

L\’JM—A

et 283 42 -2 —1=0. (3)



Na rie$enie rovnice () pouzijeme metodu, ktort sa ugili Ziaci gymnézii pred 200 rok-
mi. Mdézeme sa o tom presvedc¢it’ nahliadnutim do ucebnice [2], kde je prislusny po-
stup pekne metodicky spracovany. V podstate ide o metddu neurcitych koeficientov.
Budeme riesit’ rovnicu

st +ar® + b’ +ex+d=0, 4)
jej upravou do tvaru
(2% + tax +p)? = (gz +7)*=0. 5)
Potom uZ bude ahké rozlozit' I'avu stranu rovnice (§) na sti¢in dvoch kvadratickych
trojélenov s vyuzitim vzorca a®> — b*> = (a + b)(a — b). Rovnica (B)) je $pecidlnym
pripadom rovnice (), kde a = 2,b = 1, ¢ = —2, d = —1. Preto dosadime a = 2 do
rovnice (f), ¢im dostavame
(2® + 2 +p)? — (qz +7)* =0. (6)
Hradame realne &isla p, ¢, 7. Z rovnice (§) po malych tGpravach dostavame
gt + 223 + (2p — ¢ 4 1D)a® + (2p — 2qr)z + p* — 12 = 0. (7)

Porovnanim koeficientov pri jednotlivych mocninach premennej v rovniciach ()
a (B) dostavame nasledujucu stistavu rovnic:

2p—*+1=1,
2p —2qr = -2, (3)
p2 —r?=-1.

Sustavu (§) prepiseme do tvaru

q° = 2p,
qgr=p+1, 9
r?=p*+1.

Druhii rovnicu ststavy (B) umocnime na druht. Tym dostavame rovnicu ¢%r2 =
= (p+ 1)?, ktorej Pavti stranu upravime s vyuzitim prvej a tretej rovnice stistavy ©.
Tym vznikne rovnica 2p(p? + 1) = (p + 1)2, ktor( upravime do tvaru

p*(2p—1)=1. (10)



Najskor sa pozrieme, €i tito rovnica nema celociselné korene. Ak celé ¢islo p je
korefiom rovnice ([L0), potom &islo p? musi byt delitelom &isla 1, pricom musi platit’
2p — 1 > 0. Odtial’ dostavame p = 1. Dosadenim do rovnice ([L(J) sa presvedéime, e
&islo p = 1 je naozaj jej korefiom. Toto &islo teraz dosadime do ststavy (f]), ¢o dava
¢®> =2, qr = 2,72 = 2. Z prvych dvoch rovnic mame ¢ = r. Pretoze p = 1, ¢ = r
ar? = 2, zrovnice () postupne dostavame

(2 +z+1)2 = (rz+7r)? =0,
(2 + x4+ 1) —r*(z+1)2 =0,
(2 +z+1)2-2x+1)2=0. (11)

Uz stadi iba rozlozit’ Pava stranu rovnice ([L1]) na su¢in dvoch kvadratickych trojéle-
nov s vyuzitim vzorca a®> — b> = (a + b)(a — b). Rovnica ([L1)) sa rozpadne na dve
kvadratické rovnice, ktoré uz vieme riesit’. To uz zvladnete sami.

Teraz pride (mozno) malé prekvapenie. K tomu je potrebné vratit’ sa uplne na za-
giatok, k rovnici (). Ide o doplnenie na $tvorec, konkrétne o pouzitie vzorca
(@ —b)? = a? — 2ab + b.

+
T \2 __ 22

x 1
2 2
()P =1-25 (12)

Substiticiou t = x"”—i prevedieme rovnicu ([12) na kvadraticka rovnicu. To uz zvlad-
nete sami.

Podobna, ale zlozitejSia rovnica sa riesi graficky v ¢lankoch [9] a [[10]. Konkrétne,
ide o rovnicu

1
Vi—2?= 1 12 (13)

Grafom funkcie y = v/4 — 22 je polkruZnica, grafom funkcie y = x—il + 2 je hyper-
bola. Rovnicu ([13)) modZzeme riesit’ graficky v programe Geogebra (pozri obr. 7).
GeoGebra nedokaze analyticky riesit rovnicu ([13) ani v okne poé&itadovej algebry
(CAS). Poskytne nam v8ak presnejSiu aproximaciu korena, ako mézeme vidiet’ v na-
sledujtce;j tabulke:
GeoGebra, grafické rieSenie  -1.833147236250533
GeoGebra, rieSenie v okne CAS  -1.833147236558

Wolfram Alpha  -1.833147236557511579331535



Obrazok 7. Grafické riesenie rovnice ([L3).

Analytické rieSenie nam poskytne az Wolfram Alpha:

1 1
r=—=—

2 3
2 \/1 + /271 — 6v/633 + /271 + 6/633

1 2 1 1
3 \/ 3 §€/271 — 61633 — 5\3/271 + 6633 +

3
8 \/1 + /271 — 61/633 + /271 + 61/633

K tomuto analytickému rieseniu rovnice ([13) sa mozeme dopracovat’ podobnym
sposobom, ako pri rovnici (). Najskor prevedieme rovnicu ([13) do tvaru

et 23 422 442 +5=0, (14)

ktort rie§ime metédou neuréitych koeficientov, t.j. snazime sa upravit' rovnicu ([L3))
do tvaru (B). Tak dostavame sustavu rovnic
p-¢+1=1,
2p — 2qr =4, (15)
p2 - T2 - 57



ktora nas privedie k nasledujucej kubickej rovnici
2p° —p? —6p—4=0,

ktora ma jediny realny koren

p= é(u Var1 — 6v633 + {’/271+6\/@>.

K tomu si vSak treba nastudovat’ rieSenie rovnic tretiecho stupna, ¢o je tieZ pekne vy-
svetlené v uéebnici [2]]. Koren rovnice ([13) potom mézeme najst’ riesenim nasleduju-
cej kvadratickej rovnice:

2+ (1+2p)z+p+Vp>—5=0.

Grafické rieSenie rovnic v zahrani¢nych ucebniciach

Tejto problematike sa v poslednej dobe venuje zvySena pozornost’ v zahranici. Suvisi
to s rozvojom informacnych technologii a ich pouzivanim v $kolskej matematike.
Nasledujuce porovnanie algebraického a grafického spdsobu rieSenia rovnic sme pre-
vzali z u¢ebnice [6]:

metoda riesenia vyhody mozné nevyhody

algebraicka Dava exaktné rieSenia. Mbéze byt t'azké alebo nemozné
Najjednoduchsia metoda  ju pouzit’ pri zlozitych rovniciach.
pre vacsinu linearnych
a kvadratickych rovnic.

graficka Funguje dobre pre vela Riesenia mozu byt Casto iba
rozli¢nych typov rovnic.  priblizné.
Poskytuje vizualny obraz  N4jdenie vhodného grafického
o lokalizacii rieseni. okna moze zabrat’ dost’ vel'a
casu.

Na ukazku este uvedieme niekol’ko uloh na grafické rieSenie rovnic s vyuZzitim
informacénych technologii, ktoré sme prevzali zo zahrani¢nych uéebnic (pozri [4], [6],

(7] a [8]):

) (z+1D)(z-3)=Vz+3, 2) z+Vr+4=0, 3) 2?4+27-30=0,
4) 0 +5=3z + 1, 5) 10m*£x:28, 6) z° + cos (2)25,
7) logy(x® +x —1) =5, 8) 272 = loga?, 9) 2% — 2% =g,



10) Dva zdroje svetla st od seba vzdialené 10 m. Jeden je trikrat intenzivnejsi ako
druhy. Intenzita svetlal (v luxoch) v bode x metrov od slabsieho zdroja je dana vzt'a-

hom
10 30

L=— 4 2
x2+(10—.%')2

N4jdite body, v ktorych je intenzita svetla L = 4 luxy.

Zaver

Grafické rieSenie rovnic sa ukazuje ako vhodny material pri vyuzivani informaénych
technologii vo vyu€ovani matematiky. Ak v§ak chceme naplno vyuzit ich potencial,
musime venovat’ zvySenu pozornost’ vyberu vhodnych tloh, na ktorych moézeme uka-
zat’ ziakom na jednej strane, ako sa nam rozsiri spektrum uloh, ktoré mézeme tymto
sposobom riesit, ale na druhej strane aj ako moze pouzite informacnych technoldgii
ovplyvnit’ rozvoj ich matematickych kompetencii.
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