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žiaci budú graficky riešiť kvadratické rovnice. Na obr. 1 vidíme výrez z milimetro
vého papiera, na ktorom sme graficky riešili rovnicu x2 = 2x+2. Najskôr vyznačíme
dva body, ktoré ležia na grafe lineárnej funkcie y = 2x+2. Zvolili sme body [−1, 0]
a [0, 2], ktoré ležia na súradnicových osiach, vezmeme pravítko a tieto dva body spo
jíme priamkou. Priesečníky tejto priamky s grafom funkcie y = x2 určujú korene
rovnice x2 = 2x + 2. Korene potom odhadneme vizuálne: −0.75 < x1 < −0.70,
2.70 < x2 < 2.75. Pre porovnanie, ich presné hodnoty sú:

x1 = 1−
√
3 ≈ −0.732, x2 = 1 +

√
3 ≈ 2.732.

Obrázok 1. Grafické riešenie rovnice x2 = 2x+ 2 na milimetrovom papieri.

Dnes môžeme takéto grafické riešenie rovníc simulovať na počítači. Nemusíme
sa spoliehať na vizuálny odhad koreňov, pretože GeoGebra nám umožňuje zobraziť
súradnice týchto priesečníkov podstatne presnejšie. Môžeme to vidieť na obr. 2.

Obrázok 2. Grafické riešenie rovnice x2 = 2x+ 2 v programe GeoGebra.
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Pomocou nástroja Intersect vyznačíme priesečníky priamky y = 2x + 2 a para
boly y = x2. Nastavíme Rounding na 15 desatinných miest. V algebraickom okne sa
nám zobrazia súradnice týchto priesečníkov. GeoGebra nám dokonca dovoľuje vy
jadriť tieto súradnice pomocou odmocnín. Stačí použiť príkazy SurdText(B) a Surd-
Text(A). Vidíme, že xová súradnica priesečníka B je číslo x1 = 1 −

√
3 a xová

súradnica priesečníka A je číslo x2 = 1+
√
3, čo sú presné hodnoty koreňov rovnice

x2 = 2x+ 2 (pozri obr. 3).

f: y = x²

g: y = 2x + 2
B = (-0.732050807568877, 0.535898384862245)
A = (2.732050807568877, 7.464101615137754)

Obrázok 3. Použitie príkazov SurdText(B) a SurdText(A).

Týmto spôsobom môžeme pomocou programu GeoGebra riešiť aj iné rovnice.
Dokonca aj také, ktoré nevieme riešiť analyticky. Napríklad rovnicu cosx = x (pozri
obr. 4).

A = (0.739085133215161, 0.739085133215161)

Obrázok 4. Grafické riešenie rovnice cosx = x.

Pre porovnanie, v programe Wolfram Alpha pomocou príkazu solve cos(x)=x
dostávame

0.7390851332151606416553120876738734040134

Od grafického riešenia k analytickému riešeniu

Teraz si ukážeme, ako námmôže grafické riešenie rovnice pomôcť pri hľadaní jej ana
lytického riešenia. Nasledujúca rovnica (pozri [1] a [3]) môže byť pre začiatočníkov
náročná:

x2 +
( x

x+ 1

)2
= 1. (2)
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Položme y = x
x+1 . Rovnica (2) potom prejde do tvaru x2 + y2 = 1, čo je rovnica

jednotkovej kružnice so stredom v počiatku súradnicového systému. Pretože platí
x

x+1 = 1 − 1
x+1 , grafom funkcie y = x

x+1 je rovnoosá hyperbola s asymptotami
x = −1 a y = 1. Grafické riešenie v programe GeoGebra môžeme vidieť na obr. 5.

Conic
eq1: x² + y² = 1

Function

Line
Point

A = (-0.46899, -0.883203706144894)
B = (0.883203506024526, 0.46898994357173)

Obrázok 5. Grafické riešenie rovnice (2) v programe GeoGebra.

GeoGebra nedokáže analyticky riešiť rovnicu (2) ani v okne počítačovej algebry
(CAS), ktoré slúži na symbolické výpočty. Poskytne nám však presnejšie aproximácie
koreňov rovnice (2), ako vidíme na obr. 6.

Obrázok 6. Riešenie rovnice (2) v okne CAS.

Analyticky riešiť rovnicu (2) dokáže program Wolfram Alpha. Stačí použiť príkaz
solve x^2+(x/(x+1))^2=1 over the reals, čo dáva

x1 = −1

2
+

1√
2
− 1

2

√
2
√
2− 1,

x2 = −1

2
+

1√
2
+

1

2

√
2
√
2− 1.

Prirodzená otázka je, či sa dá k týmto koreňom dopracovať elementárnymi prostried
kami. Skúsili sme dať túto rovnicu vysokoškolákom, študentom matematiky v dru
hom ročníku bakalárskeho štúdia. Avšak dostali sa iba k nasledujúcej rovnici štvrtého
stupňa, s ktorou si už nedokázali poradiť:

x4 + 2x3 + x2 − 2x− 1 = 0. (3)
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Na riešenie rovnice (3) použijeme metódu, ktorú sa učili žiaci gymnázií pred 200 rok
mi. Môžeme sa o tom presvedčiť nahliadnutím do učebnice [2], kde je príslušný po
stup pekne metodicky spracovaný. V podstate ide o metódu neurčitých koeficientov.
Budeme riešiť rovnicu

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0, (4)

jej úpravou do tvaru

(x2 + 1
2ax+ p)2 − (qx+ r)2 = 0. (5)

Potom už bude ľahké rozložiť ľavú stranu rovnice (5) na súčin dvoch kvadratických
trojčlenov s využitím vzorca a2 − b2 = (a + b)(a − b). Rovnica (3) je špeciálnym
prípadom rovnice (4), kde a = 2, b = 1, c = −2, d = −1. Preto dosadíme a = 2 do
rovnice (5), čím dostávame

(x2 + x+ p)2 − (qx+ r)2 = 0. (6)

Hľadáme reálne čísla p, q, r. Z rovnice (6) po malých úpravách dostávame

x4 + 2x3 + (2p− q2 + 1)x2 + (2p− 2qr)x+ p2 − r2 = 0. (7)

Porovnaním koeficientov pri jednotlivýchmocninách premennejx v rovniciach (7)
a (3) dostávame nasledujúcu sústavu rovníc:

2p− q2 + 1 = 1,

2p− 2qr = −2,

p2 − r2 = −1.

 (8)

Sústavu (8) prepíšeme do tvaru

q2 = 2p,

qr = p+ 1,

r2 = p2 + 1.

 (9)

Druhú rovnicu sústavy (9) umocníme na druhú. Tým dostávame rovnicu q2r2 =
= (p+1)2, ktorej ľavú stranu upravíme s využitím prvej a tretej rovnice sústavy (9).
Tým vznikne rovnica 2p(p2 + 1) = (p+ 1)2, ktorú upravíme do tvaru

p2(2p− 1) = 1. (10)
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Najskôr sa pozrieme, či táto rovnica nemá celočíselné korene. Ak celé číslo p je
koreňom rovnice (10), potom číslo p2 musí byť deliteľom čísla 1, pričom musí platiť
2p− 1 > 0. Odtiaľ dostávame p = 1. Dosadením do rovnice (10) sa presvedčíme, že
číslo p = 1 je naozaj jej koreňom. Toto číslo teraz dosadíme do sústavy (9), čo dáva
q2 = 2, qr = 2, r2 = 2. Z prvých dvoch rovníc máme q = r. Pretože p = 1, q = r
a r2 = 2, z rovnice (6) postupne dostávame

(x2 + x+ 1)2 − (rx+ r)2 = 0,

(x2 + x+ 1)2 − r2(x+ 1)2 = 0,

(x2 + x+ 1)2 − 2(x+ 1)2 = 0. (11)

Už stačí iba rozložiť ľavú stranu rovnice (11) na súčin dvoch kvadratických trojčle
nov s využitím vzorca a2 − b2 = (a + b)(a − b). Rovnica (11) sa rozpadne na dve
kvadratické rovnice, ktoré už vieme riešiť. To už zvládnete sami.

Teraz príde (možno) malé prekvapenie. K tomu je potrebné vrátiť sa úplne na za
čiatok, k rovnici (2). Ide o doplnenie na štvorec, konkrétne o použitie vzorca
(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

x2 + ( x
x+1)

2 = 1,

(x− x
x+1)

2 = 1− 2x2

x+1 ,

( x2

x+1)
2 = 1− 2x2

x+1 . (12)

Substitúciou t = x2

x+1 prevedieme rovnicu (12) na kvadratickú rovnicu. To už zvlád
nete sami.

Podobná, ale zložitejšia rovnica sa rieši graficky v článkoch [9] a [10]. Konkrétne,
ide o rovnicu √

4− x2 = 1
x+1 + 2. (13)

Grafom funkcie y =
√
4− x2 je polkružnica, grafom funkcie y = 1

x+1 + 2 je hyper
bola. Rovnicu (13) môžeme riešiť graficky v programe Geogebra (pozri obr. 7).

GeoGebra nedokáže analyticky riešiť rovnicu (13) ani v okne počítačovej algebry
(CAS). Poskytne nám však presnejšiu aproximáciu koreňa, ako môžeme vidieť v na
sledujúcej tabuľke:

GeoGebra, grafické riešenie -1.833147236250533
GeoGebra, riešenie v okne CAS -1.833147236558

Wolfram Alpha -1.833147236557511579331535
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Obrázok 7. Grafické riešenie rovnice (13).

Analytické riešenie nám poskytne až Wolfram Alpha:

x = −1

2
− 1

2

√
3

1 +
3
√
271− 6

√
633 +

3
√
271 + 6

√
633

−

1

2

√ 2

3
− 1

3
3

√
271− 6

√
633− 1

3
3

√
271 + 6

√
633 +

8

√
3

1 +
3
√
271− 6

√
633 +

3
√
271 + 6

√
633


K tomuto analytickému riešeniu rovnice (13) sa môžeme dopracovať podobným

spôsobom, ako pri rovnici (2). Najskôr prevedieme rovnicu (13) do tvaru

x4 + 2x3 + x2 + 4x+ 5 = 0, (14)

ktorú riešime metódou neurčitých koeficientov, t.j. snažíme sa upraviť rovnicu (13)
do tvaru (5). Tak dostávame sústavu rovníc

2p− q2 + 1 = 1,

2p− 2qr = 4,

p2 − r2 = 5,

 (15)
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ktorá nás privedie k nasledujúcej kubickej rovnici

2p3 − p2 − 6p− 4 = 0,

ktorá má jediný reálny koreň

p =
1

6

(
1 +

3

√
271− 6

√
633 +

3

√
271 + 6

√
633

)
.

K tomu si však treba naštudovať riešenie rovníc tretieho stupňa, čo je tiež pekne vy
svetlené v učebnici [2]. Koreň rovnice (13) potom môžeme nájsť riešením nasledujú
cej kvadratickej rovnice:

x2 +
(
1 +

√
2p

)
x+ p+

√
p2 − 5 = 0.

Grafické riešenie rovníc v zahraničných učebniciach

Tejto problematike sa v poslednej dobe venuje zvýšená pozornosť v zahraničí. Súvisí
to s rozvojom informačných technológií a ich používaním v školskej matematike.
Nasledujúce porovnanie algebraického a grafického spôsobu riešenia rovníc sme pre
vzali z učebnice [6]:

metóda riešenia výhody možné nevýhody
algebraická Dáva exaktné riešenia. Môže byť ťažké alebo nemožné

Najjednoduchšia metóda ju použiť pri zložitých rovniciach.
pre väčšinu lineárnych
a kvadratických rovníc.

grafická Funguje dobre pre veľa Riešenia môžu byť často iba
rozličných typov rovníc. približné.
Poskytuje vizuálny obraz Nájdenie vhodného grafického
o lokalizácii riešení. okna môže zabrať dosť veľa

času.

Na ukážku ešte uvedieme niekoľko úloh na grafické riešenie rovníc s využitím
informačných technológií, ktoré sme prevzali zo zahraničných učebníc (pozri [4], [6],
[7] a [8]):

1) (x+ 1)(x− 3) =
√
x+ 3, 2) x+ 3

√
x+ 4 = 0, 3) x4 + 2−x − 30 = 0,

4) x5 + 5 = 3x4 + x, 5) 10x − 1

4
x = 28, 6) x3 + cos

(x
3

)
= 5,

7) log2(x
3 + x− 1) = 5, 8) 2x−2 = logx4, 9) 2x − x2 = x.
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10) Dva zdroje svetla sú od seba vzdialené 10m. Jeden je trikrát intenzívnejší ako
druhý. Intenzita svetla2 (v luxoch) v bode xmetrov od slabšieho zdroja je daná vzťa
hom

L =
10

x2
+

30

(10− x)2
.

Nájdite body, v ktorých je intenzita svetla L = 4 luxy.

Záver

Grafické riešenie rovníc sa ukazuje ako vhodný materiál pri využívaní informačných
technológií vo vyučovaní matematiky. Ak však chceme naplno využiť ich potenciál,
musíme venovať zvýšenú pozornosť výberu vhodných úloh, na ktorých môžeme uká
zať žiakom na jednej strane, ako sa nám rozšíri spektrum úloh, ktoré môžeme týmto
spôsobom riešiť, ale na druhej strane aj ako môže použite informačných technológií
ovplyvniť rozvoj ich matematických kompetencií.
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