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Poznamka o postupnostiach

Jozef DoboSs

Abstract [On sequences]: In this paper we show that the Lambert W function
appears in finding some basic limits of sequences from “first principles” by
a natural way.

Key words: sequences of real numbers, the Lambert W function

Sudhra: V tejto praci ukaZzeme, Ze Lambertova W funkcia sa prirodzenym sp6-
sobom objavuje pri hl'adani limit niektorych zakladnych postupnosti priamo
z definicie limity.

KPidové slova: postupnosti redlnych Cisel, Lambertova W funkcia
MESC: 130, 120

Pripomeiimeé si definiciu limity postupnosti, s ktorou budeme v d’al§om pracovat’:

Hovorime, Ze postupnost’ redlnych cisel ai,az,as, ... konverguje k redl-
nemu cislu L, ¢o zapisujeme lim a, = L, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje také
n—oo

redine Cislo N,, Ze pre vietky cleny s indexom n > N, plati |a, — L| < €.

Takto je limita postupnosti redlnych ¢isel definovana nielen v sticasnej literatre
(pozri [6], prip. [S]), ale dokonca aj v uéebnici prof. Karla Petra [7] z roku 1923.
Niektori autori poZaduju, aby N, bolo prirodzené ¢islo. Pripadne namiesto nerovnosti
n > N uvadzaji nerovnost n > N.. AvSak vSetky tieto varianty definicie limity
postupnosti st si navzajom ekvivalentné.

Co sa tyka samotného oznatenia pre postupnost, v tom dodnes nie je zhoda.
Mozno iba v tom, Ze symbol pre n-ty ¢len sa napiSe v zatvorkach. NajéastejSie bud’
{an}, alebo (ay), niekedy s vyznagenim oboru pre indexy, napr. {a,}2 ;, alebo
(an)nen- AvSak v uéebnici [6] sa pouziva oznalenie (an){° , v €lanku [4] zase ozna-
&enie [ay,]. V januari 2017 vstipila do platnosti norma STN EN ISO 80000-2:2017,
ktoru vydal Slovensky ustav technickej normalizacie. V tejto norme je pouZité ozna-
&enie pre postupnost’ v tvare (ay,).

Vratme sa k u€ebnici [6]. Konkrétne k prikladu 17.4, v ktorom sa priamo podl'a

vysSie uvedenej definicie limity postupnosti dokazuje, Ze plati lim 5= = 0. Autor tu
n—oo
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konstatuje, Ze — na rozdiel od predchadzajucich ilustraénych prikladov — nevieme rie-
§it’ nerovnicu |2% - O) < ¢ (ktora vznikla dosadenim a,, = 7 a L = 0 do nerovnice
|an, — L| < €). Tuto nerovnicu s neznamou n € N a s parametrom £ > 0 prepi§eme
do ekvivalentného tvaru

n
‘2—n<8 ))

UkéZeme, Ze na rieSenie nerovnice (1) sta¢i pouzit’ nastroje, ktoré si dokonca uvedené
v ucebnici [6]. Pretoze

1 -1
n n + _n >0,

On = Gntl = on = 9niT = gl 2

mame a,, > an+1, priom rovnost’ nastava iba pre n = 1. Preto pre kazdé n > 3 plati
ap, < % = ag = a3. Odtial’ vyplyva, Ze ak £ > %, potom je kaZzdé prirodzené &isle
n rieSenim nerovnice (1). Podobne, ak ¢ = %, potom prirodzené &islo n je rieSenim
nerovnice (1) prave vtedy, ked’ n > 3. V d’alSom nech € < l

y \y=F(x) Aby sme mohli rieSit’ nerovnicu n /2" < &, potrebujeme inverznu
3 funkciu k funkcii y = z/2%. PretoZe funkcia y = x/27 nie je
\" prosté (na intervale [0, 1/ In 2] je rastuca, na intervale [1/ In 2, co)
jeklesajuca), musime vhodnym spdsobom zuZit’ jej definiény obor.
Pretoze kazdé prirodzené &islon > 2 lezi v intervale [1/ In 2, 00),

21—~ :( budeme pracovat’ s inverznou funkciou k funkcii y = /2% de-
| finovanej na intervale [1/In 2, 00). Tuto inverznu funkciu ozna-
_— 4 ¢ime symbolom F'. Teda pre kazdé x z intervalu {1/ In 2, o) plati
' F(z/2%) = .
1=
0.5} //"J ——— y= %
01| & , i \ i e o
]
0 0.5 1 ﬁ 2 3 4 5 S 6 X

Pretoze funkcia F je klesajuca, plati

on <E
4
n = F(g) > F(e).

Odtial vyplyva, zZe ak e < %, potom prirodzené ¢islo 7 je rieSenim nerovnice (1) prave
vtedy, ked’ n > F(e). Musime sa e§te naucit’ pocitat” hodnoty funkcie F'. BohuZial,
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tato funkcia nepatri medzi elementarne funkcie. Nenajdeme ju preto na kalkulacke.
Cesta k rieSeniu tohto problému vedie cez Lambertovu funkciu. Nie¢o maélo o tejto
funkcii ndjdeme dokonca aj v u€ebnici [6]. Lambertovu funkciu autor definuje v pri-
klade 7.6 ako inverznu funkciu k funkcii y = xe” definovanej na intervale [—1, 00).
Na obrazku st potom znézornené grafy obidvoch funkcii a v poznamke je uvedena
aplikacia Lambertovej funkcie na vyjadrenie inverznej funkcie k funkcii y = z% de-

finovanej na intervale [e~?, c0).
PretoZe funkcia y = xe® nie je prosta (na intervale (—oo, —1]
je klesajuca, na intervale [—1, 00) je rastlica), musime vhodnym
sposobom zuZit' jej definiény obor. Inverzna funkcia k funkcii
y = ze® definovanej na intervale [—1, 00) sa vola hlavné vetva
Lambertovej funkcie a oznaéuje sa symbolom Wj. Inverzna fun-
kciak funkcii y = ze® definovanej na intervale (—oo, —1] sa vola
druha redlna vetva Lambertovej funkcie a oznaduje sa symbolom
W_,. Niektori autori odporu¢aji zaradit’' Lambertovu funkciu me-
dzi elementarne funkcie (pozri [8]).

-1

y

y = xe* ;"

Y

| © =W

o Na obrazku vl'avo st znidzornené obi-
e dve vetvy Lambertovej funkcie. Pritom
/10 J hlavné vetva je zndzornena ¢iarkovane.

/ Funkciu F, ktora je inverznou funkciou k funkcii y = x/2% defi-

novanej na intervale [1/ In 2, 00), chceme vyjadrit pomocou Lam-
bertovej funkcie. Teda hl'addme rieSenie x > 1/In2 rovnice
y = x/2% s parametrom y. Najskor upravime rovnicu y = x/2%
do tvaru

(—In2)y = (—In2)z - e~ "2z, )

PretoZe z > 1/In2, plati (— In2)z < —1. Rovnicu (2) mdZzeme
teda prepisat’ do tvaru W_;((— In2)y) = (— In2)z, odkial

2 o= W-i((=1n2)y)
= '1\ —In2 '
o} !

Tym sme ukazali, Ze funkcia F' je uréena predpisom

_ W_l((— In 2)33)

Fo) = 222 ®
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Odtial’ vyplyva, Ze ak ¢ < %, potom prirodzené &islo n je rieSenim nerovnice (1)
prave vtedy, ked’
W_1((—In2)e)
—In2 '
Hodnoty Lambertovej funkcie vieme ziskat pomocou vhodného softvéru. Na ukazku
si uvedieme vypocet pre € = 0.1 v programe Maple:

LambertW(-1, (-In(2))x)
-In(2)

F:=x—-

evalf (F(0.1), 30)
5.87701059379213756001347046194

Podobne v programe MuPAD Light:
e F:=x->lambertV((-1n(2))*x)/(-1n(2))

x —> lambertV((-1n(2))*x)/(-1n(2))
® DIGITS:=30: float(F(0.1))

5.87701059379213756001347046194
A naozaj, ako moZeme vidiet aj na obrazku, ak € = 0.1, potom prirodzené ¢islo n
je rieSenim nerovnice (1) prave vtedy, ked’ n > 6.
Ako bolo spomenuté vy$sie, pomocou Lambertovej funkcie vieme invertovat’ fun-
kciu y = % (s ktorou sa mbéZeme podrobnejsie oboznamit’ v ¢lankoch [1] a [3], pri-
padne v knihe [2]). To ndm pomdze pri dokazovani toho, Ze plati nlgr;o Yn=1.

Podobne, ako v predchadzajicej ulohe, budeme riesit’ nerovnicu | {/n — 1| < e,
(ktora vznikla dosadenim a, = {/n a L = 1 do nerovnice |a, — L| < ¢€). Tuto
nerovnicu s neznamou n € N a s parametrom € > 0 prepiSeme do ekvivalentného
tvaru

L < @) O

s

Zrejme n = 1 je riedenim nerovnice (4) pre kazdé € > 0. PretoZe (3 )2 = (%)i staéi
sa v d’alSom obmedzit’ na prirodzené ¢isla n > 3.
Pretoze pre kazdé n > 3 plati (1 + 1)" < 3 < n, méme

3=

= (- )Y <,

(757)

il

¢o méZeme prepisat’ do tvaru

1

< (n+r1)n—+_1 pre vietky n > 3.

~~

S|

N
3=



15

Aby sme mohli rie$it’ nerovnicu (4), potrebu-
YA ,  jeme inverznd funkciu k funkcii y = z®. Pre-
" toze funkciay = % nieje prosta (na intervale
(0, 1/e] je klesajica, na intervale [1/e, 00) je
rastica), musime vhodnym spdsobom zazit’
jej definiény obor. Pretoze pre kazdé priro-
; . dzené &islo n > 3 lezi &islo 1 v intervale
_é | (0, 1/e], budeme pracovat’ s inverznou funk-
h ciou k funkcii y = z* definovanej na inter-
'g - crt( ) vale (0, 1/e]. Tato inverznu funkciu ozna¢ime
i i symbolom crt. Teda pre kazdé z z intervalu
0 e (l/e)l/e ! (0 1/e] plati crt(z*) =
V literatire sa najCastejSie nepouziva Ziadne Specidlne oznacenie pre funkciu
y = %, ani pre funkciu k nej inverzni. Jednou z mala vynimiek je kniha [2], podla
ktorej funkcia y = z” ma oznadenie cxt a funkcia k nej inverzna ma oznadenie crt.
Ako sme videli vysSie, vyraz (%)%, kde n € N, nadobuda svoju najmensiu hod-
notu pre n = 3. V pripade, Ze pre &islo ¢ plati = < ( %ﬁ (tj. e > V3 — 1), kazdé
prirodzené &islo n je rieSe$nim nerovnice (4). V d’alSom budeme predpokladat’, ze
plati ¢ < /3 — 1. PretoZe funkcia crt je klesajuca, pre kazdé prirodzené &islo n > 3
plati

(1/e)'/

[

Odtial’ vyplyva, %e ak ¢ < /3 — 1, potom prirodzené &islo n > 3 je rieSenim
nerovnice (4) prave vtedy, ked’
1

ort(z)

n >

&)

Funkciu crt vyjadrime pomocou Lambertovej funkcie:

Inx

ert(z) = W_1(Inz)

pre (%)% <z <Ll

Teda nerovnost (5) moZeme prepisat’ do tvaru

n>
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Na ukazku si uvedieme vypocet pre € = 0.1 a pre € = 0.01 v programe Maple:

1
LambertW( l,ln( I +x ))

n(155)
LambertW( -1, m( TL" ) )

(1)

38.2287328514240711541463731821

crt i=x —

xX—

evalf (crt(0.1), 30)

evalf (crt(0.01), 30)
651.100335344407821370199205463

A podobne v programe MuPAD Light:
e crt:=x->lambertV(ln(1/(1+x)))/(1n(1/(1+x)))
x —-> lambertV(ln(l/(1 + x)))/1n(1/(1 + x))
® DIGITS:=30: float(crt(0.1))

38.2287328514240711541463731821

e float (crt(0.01))

651.100335344407821370199205464

Definicia limity postupnosti v§ak nevyzaduje ku kazdému € > 0 néjst’ najmensiu
mozZnd hodnotu N, s poZadovanou vlastnostou. Preto sa pri takychto ulohach vyuZi-
vaju rézne odhady, ktoré podstatnym spdsobom tieto ulohy zjednodusuju. Mézeme
to najst’ v kazdej solidnej ucebnici (napriklad [5] a [6], ale aj mnoho inych).

Na zaver uvedieme isti charakterizaciu limity postupnosti, ktord méze byt uZi-
to¢na z metodického hladiska. In§piraciou bol ¢lanok [9], kde je podobnym spdsobom
charakterizovana limita funkcie.

Tvrdenie 1. Postupnost redlnych ¢isel a1, az, as, . . . konverguje k redlnemu ¢islu L
prave vtedy, ked’ existuje funkcia f: (0,00) — R s vlastnost'ou

Ve >0VneN:(n> f(e)) = (Jan — L| < ).

Dékaz. Jednym smerom: funkciu f: (0,00) — R definujeme predpisom f(¢) = N,
pre kazdé reélne ¢islo € > 0. Opa¢nym smerom: pre dané redlne €islo € > 0 poloZzme
N, = f(e). Jednotlivé detaily dokazu si premyslite samostatne.

Této charakterizacia limity postupnosti ndm ul'ah¢uje dokazy d’alSich tvrdeni. Na-
priklad:
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Tvrdenie 2. Postupnost redlnych &isel a1, ag, a3, . . . konverguje k redlnemu &islu L
prave vtedy, ked’ existuje funkcia g: (0,00) — R s vlastnostou

Ve >0VneN:(n>g(e) = (Jlan — L| < 5).

Dékaz. Funkciu g definujeme predpisom g(z) = f(z/2) pre kazdé z € (0,00),
priCom f je funkcia z Tvrdenia 1.
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