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Poznamka o iracionalnych rovniciach
S parametrom

Jozef Dobos

Abstract: Irrational equations with a parameter belong to rather a difficult group
of problems. This is underpinned by the fact that some solutions in literature
are unfinished or even outright wrong. The aim of this article is, therefore, to
present this topic in a simple and understandable way to students as well as their
teachers.

Key words: irrational equations, parameters

Sihrn: Iraciondlne rovnice s parametrom patria k pomerne naro¢nym tloham.
Svedci o tom aj skutocnost, Ze dokonca niektoré rieSenia takychto tloh uvadzané
v literatire st chybné, resp. netiplné. Cielom tohto ¢lanku je zrozumitelnym
spdsobom pribliZit'tito problematiku ¢itatelom z radov $tudentov a ich ugitelov.

Kliicové slova: iraciondlne rovnice, parametre

MESC: H30, 120

Nasledujticu dlohu moZno ndjst v prvom ¢&isle casopisu Matematika a fyzika
v strednej Skole z roku 1934 (pozri [6]) v rubrike Ijlohy (Bamaunm). V tretom Cisle su
potom zverejnené dva spdsoby rieSenia. Spolu aj s menami deviatich ¢itatelov, ktori
svoje rieSenia zaslali do redakcie.

Uloha 1. Rieste rovnicu
2 —Va—z=a. 1)

Prvy spdsob rieSenia, ktory je uvedeny v Casopise [6], je zaloZeny na substitdcii
y = va —z, ¢o vedie k dvom kvadratickym rovniciam z? — z + 1 —a = 0,
2?2 + 2 — a = 0. Odvoldvajiic sa na sktSku spravnosti, autori tohto rieSenia tvrdia, Ze
z koreniov tychto dvoch kvadratickych rovnic, t.j. z ¢isel

—1++v4a+1 1++4a -3

./L‘I,Q = 2 ) x3,4 = 2 ’

su korerimi rovnice (1) len Cisla 22 a 3.



V poradi ako druhy je v ¢asopise [6] uvedeny klasicky spdsob rieSenia, pri ktorom
najskor osamostatnime vyraz s odmocninou a potom rovnicu umocnime. To vSak
¢asto vedie k algebraickej rovnici vysSieho stupiia — v tomto konkrétnom pripade
k rovnici §tvrtého stupia

2 —2ax’ v+ x4+ a®—a=0. (2)

Rozklad l'avej strany rovnice (2) na dva kvadratické trojéleny sa potom hl'add metédou
neur¢itych koeficientov v tvare 2? — 2a2? + x+a? —a = (2?2 +pa+q)(2? +p'z+¢').
Po rozndsobeni vyrazov na pravej strane a porovnani koeficientov pri rovnakych moc-
nindch premennej vznikne ststava rovnic, ktorej rieenie vedie k hladanému rozkladu
andsledne k tym istym dvom kvadratickym rovniciam ako v predchddzajicom rieSeni.

Napriek tomu, Ze korene uvedenych kvadratickych rovnic si v Casopise [6] vy-
pocitané spravne, zaver rieSenia dlohy je chybny. Ako sa méZeme lahko presved¢it
dosadenim, pre a = % Cislo x3 = % nie je korefiom rovnice (1), ale pre a = 0 ¢islo
x1 = 0 je korefiom rovnice (1). Odhalit’ vplyv parametra na korene rovnice (1) nim
umoZiiuje jej grafické zndzornenie vytvorené v programe GeoGebra:

y = a—=x
-2 -1 ‘zl'l ;:l (1] 1 =
-1
-2 -2
a =A—n.z a= 0.75
Obrdzok 1 Obrdzok 2 Obrdzok 3

Korektné rieSenie rovnice (1) mdZeme ndjst’ v knihe [4] (existuje aj preklad do
angliétiny [5]). St tu tieZ prezentované dva spdsoby rieSenia, pricom prvy sa zho-
duje s druhym rieSenim podla [6] aZ po rovnicu (2). Autori viak namiesto metédy
neurcitych koeficientov vyuZivaji pozorovanie, Ze lavd strana rovnice (2) je vlastne
kvadraticky trojélen premennej a, teda na rovnicu (2) sa méZeme divat’ ako na kvadra-
tickd rovnicu s nezndmou a. To ndm umozni rozloZit' lavi stranu rovnice (2) na suéin.
Druhé rieSenie, zaloZené na substitdcii y = /a — x, sa v podstate neliSi od prvého rie-
Senia podla [6]. AvSak namiesto odvoldvania sa na skiSku spravnosti autori knihy [4]
pouZivaji len ekvivalentné upravy, ¢o dokonca zdoraziuji slovami: ,,pozorné jsme
sledovali defini¢ni obory vyrazli, umoctiovali jen nezdporné vyrazy*.



Metodicky dobre spracované rieSenie rovnice (1) mozno néjst' v neddvno publi-
kovanom &ldnku [8]. Aj toto rieSenie vyuZiva substiticiu y = y/a — z. Ziadalo by sa
tam iba doplnit argumentdciu, preco je rovnica (z + y)(z — y — 1) = 0 ekvivalentna
s rovnicou (1).

Dalsia tloha, pri ktorej sa zastavime, pochidza zo zbierky tloh [7], v ktorej je
oznacend hviezdickou. Ako piSe autor v tvode knihy, hviezdi¢kou si oznacované
ulohy, ktorych rieSenie je naro¢nejsie (3anaun NOBLIMIEHHO| TPYXHOCTH).

Va—va+xz=uz. (3)

V knihe [7] rieSenie tejto ulohy nendjdeme, iba vzadu na str. 492 je uvedend
nasledujica odpoved: Ak a < 1, potom nemd rovnica korene, ak a > 1, potom
rovnica m4 jeden koreii x = @ Pritom nie je tazké nahliadnut, Ze autorovi
knihy [7] unikol koreti z = 0 (pre a = 0).

Podrobné riesenie rovnice (3) mozeme ndjst’ v knihe [9]. Autor najskor prevedie
rovnicu (3) na zmieSanu sustavu, ktord je s danou rovnicou ekvivalentnd. Pre rovnicu
\/ f(x) = g(x) to mdZeme zapisat’ (pozri napr. [3]) takto:

Vi@ = g(@) & {f . lo(a))” @

Uloha 2. Rieste rovnicu

Teda pre rovnicu (3) dostdvame

a—\/a+3:=;t:2.
Va—-Vat+zr=z & { >0 '
x = 0.

Autor knihy [9] v zdvere svojho rieSenia rovnice (3) pontika aj graficku ilustriciu.
Najskdr pomocou substiticie y = y/a + x prevedie rovnicu (3) na zmieSanu sustavu

{x/a—y=y2—a,

y=>0.

Potom v rovine yOz vykresli grafy funkcii z = \/a — y a z = y> — a (presnejsie, iba
ich casti leZiace v pravej polrovine, aby bola splnend podmienka y > 0) pre tri r6zne
hodnoty parametra a, ktoré postupne reprezentuju situdciea > 1, a =0, 0 < a < 1.
PretoZe rovnica (3) je ekvivalentn4 s nasledujiicou zmie$anou ststavou:

{\/a+$=a—:c2,

x>0,



stacilo v rovine Oy vykreslit grafy funkcii y = /a + z ay = a — 22 (presnejsie,
iba ich Casti leZiace v pravej polrovine, aby bola splnend podmienka = > 0). Okluka
cez substitiiciu bola tplne zbyto¢nd, ako mdézeme vidiet na nasledujiicich obrdzkoch:

' -1
s l y=a—=x

Obrdzok 4 Obrdzok 5
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Obrdzok 6 Obrdzok 7

Na zaver ukdZeme, ako moZno previest iraciondlnu rovnicu /a + = = a — 22 na
dve jednoduchsie iraciondlne rovnice s tym istym defini¢nym oborom. Sta&i vyriesit
kazdu z nich dplne samostatne — takto ziskame vSetky korene pdvodnej rovnice.
Indpirdciu ndjdeme vo vysSie uvedenej substiticii y = v/a + . PretoZe a + = = y2,
mémea+z = (Va+z )2, ¢o vyuZijeme v nasledujicich ekvivalentnych dpravach:



a—x2=\/t_1_-|-_:1_f,
a+r—2°=\a+z+az,
(Vatz)’-a?=vatz+uz,
(\/m—x)(\/tl—%—:r+x) =\/Ea_+_s§+:.-:,
(\/m—x—l)(\fM—i—:r) =0.

PretoZe sii¢in sa rovnd nule prave vtedy, ked niektory z ¢initelov sa rovnd nule,
posledna rovnica sa rozpadne na dve rovnice

va+zr—z—1=0, (5
va+z+z=0. (6)

PretoZe iraciondlne rovnice (5) a (6) maju ten isty defini¢ny obor ako rovnica
Va+z = a — z?, obor pravdivosti rovnice \/a + = = a — z? je tvoreny vietkymi
korefimi rovnice (5), spolu so vietkymi korefimi rovnice (6). Teda kazdi z rovnic (5)
a (6) moZeme riesit dplne samostatne. Na ich rieSenie mdZeme pouZit’ schému (4).

Pre rovnicu (5) potom mame

a+x=(x+1)?%
va+r=rx+1 &
{:;H—IZEL

Kvadratickd rovnica a + = (x 4 1) md redlne korene

3;1,2:—%:#: a—% preazg.
Pretoiex1+1——»—%+ a—%+1=%+ a—§2%>0,éislomljek0reﬁom

rovnice (5) pre kazdé a > %. Zostiva nam zistit, pre ktoré hodnoty parametra a plati

o+ 1> 0.Pretoze zo + 1 = —% —4/a— g +1= % —ja— 3 rieSime nerovnicu
—/a— % > 0 pre nezndmu a. Pretoze
} -

a— g% a
= ~
a > a

&islo x5 je korefiom rovnice (5) prave vtedy, ked’ plati 2 <a<l.
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Ty¥m sme ukdzali, Ze pre korene rovnice (5) plati:

e Aka < %, rovnica (5) nemd Korene.

e Aka = %, rovnica (5) m4 jediny korefi z = —3.
e Ak 4 3 <q < 1, rovnica (5) ma dva korene z12 = —3 i \/a
e Ak a > 1, rovnica (5) mé jediny korefi z = —— +4/a

V poslednej dobe je pri rieSeni rovnic a nerovnic s parametrom venované velkd po-
zornost ich grafickému zndzorfiovaniu v tzv. (variable, parameter)— plane (pozri [1],
[2]), €o pre naSu Glohu znamena grafické zniazornenie v rovine xQa.

Ako sme ukazali vysSie, rovnica (5) je ekvivalentnd so zmieSanou ststavou

a=(z+1)*-
x> —1.

Grafickym zndzornenim tejto zmieSanej sistavy v rovine xOa je Cast' paraboly urcenej
rovnicou a = (x + 1)? — x, ktord leZi napravo od priamky x = —1. PretoZe plati
(z+1)2-z=(z+ %)2 + 3, tdto parabola m4 vrchol v bode [—3, 3] (pozri obr. 8).
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Obrdzok 8




Priamo z grafu na obrazku 8 vidime, Ze

a) prea < % rovnica (5) nema korene,
b) pre a = 1 rovnica (5) ma jediny korefi z = — %,
c) pre % < a < 1 rovnica (5) ma dva rozne korene, konkrétne: obidva korene

kvadratickej rovnice (z + %)2 + % =a,

d) prea > 1rovnica (5) mi jediny korefi, konkrétne: vacsi z korefiov kvadraticke;j
rovnice (x + %)2 + % = a.

Teraz sa pozrime na rovnicu (6), ktor4 je ekvivalentnd s nasledujicou zmieSanou

ststavou:

a+:£=:c2, 7
—x > 0.

Grafickym zndzornenim zmie$anej sustavy (7) v rovine xOa je Cast paraboly uréene;j
rovnicou a = x? — x, ktor4 leZ{ nalavo od priamky x = 0 (pozri obr. 9).

N
\

/
075
!/
05 /
’ /
/
N 0.25 Vi
/
/
>
075 05 -0.25 Q025 05 075 ,1 125 15
-~
025 > L =1

Obrdzok 9



Li
(1]
[2]
(3]
(4]
[3]

(6]
(71

(8]

[9]

Priamo na obrazku 9 vidime, Ze

a) pre a < 0 rovnica (6) nema korene,
b) pre a > 0rovnica (6) ma jediny koreii, konkrétne: mensi z korefiov kvadratickej
rovnice 22 — z —a = 0.

UZ zostdva iba tento koreil vypocitat. Je nim ¢islo x = % —/a+ %.

DalSsie vhodné tlohy moze Citatel ndjst’ v literatire, ktord je uvedena niZSie.
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