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Poznamka o Vennovych diagramoch

Jozef Dobos

Abstract: The purpose of this paper is to present an interesting proof technique
of set identities by Venn diagrams, namely “Proving Set Identities with One
Example”, which is quite rarely found in textbooks.

Key words: Venn diagrams, proof technique
Sihrn: Cielom préce je prezentovat zaujimavy spdsob dokazu mnoZinovych
identit pomocou Vennovych diagramov, konkrétne ,,Dokazovanie mnoZinovych

identit jednym prikladom*, ktory sa v uéebniciach vyskytuje pomerne zried-
kavo.

Klicové slova: Vennove diagramy, ddkazova technika
MESC: E50, E60

Na internete sa objavilo video! (zverejnené 13. 6. 2012), v ktorom je ukdzané,
ako moZno na Vennovom diagrame? jednoduchym elegantnym spdsobom vyznadit
mnozinu A\ (B\ C), kde mnoziny A, B, C' st podmnoZinami zdkladnej mnoZiny M.
Rozdiel mnoZin oznalujeme symbolom \,t.j. S\T ={z € M|z € SAx ¢ T}.Je
to v stilade s priruckou [4], ako aj s normou (platnou v Eurépskej tinii) ISO 80000-2
Veliciny a jednotky, Cast’ 2: Matematické znacky a symboly pouzivané v prirodnych
vedéch a v technike. V spominamom videu sa rozdiel mnoZin oznacuje ,,minusom®.

Na Vennovom diagrame (obr. 1) si mnoZiny A, B, C zndzornené pomocou kru-
hov leziacich v obdizniku, ktory reprezentuje zdkladni mnoZinu M. Tieto kruhy
rozdelia dany obdiZnik na osem neprekryvajicich sa &asti, ktoré sme ozna¢ili &islami
1,2,3,4,5,6,7,8.

Autor videa najskor ukaze, ze B\C = {1,2,5,6}\{1,3,5,7} = {2, 6}, pomocou
Coho dostava, ze A\ (B\ C) = {1,2,3,4} \ {2,6} = {1, 3,4}. Nakoniec vySrafuje
Casti oznacené ¢islami 1, 3 a 4 (obr. 2).

Na prvy pohlad sa zd4, Ze ide o nezmysel. Predsa A, B, C' st ubovolné mno-
Ziny, nemusia obsahovat’ Ziadne ¢isla. Napriek tomu, vysledny obrazok je spravny.
Ukéazeme, Ze uvedeny postup mozno istym spdsobom obhajit’.

'https://www.youtube.com/watch?v=wppVOrCKFOk
2John Venn (pozri [8))



Obrdzok 1 Obrdzok 2

ESte predtym sa pozrieme do $tudijnych materidlov, aby sme mali predstavu o tom,
ako sa Vennove diagramy prezentuju Ziakom a Studentom. S pojmom Vennovho dia-
gramu sa ziaci mozu stretniit’ v aktudlnej ucebnici pre gymnazia [3], konkrétne v od-
seku 5.5 Mnoziny, Vennove diagramy a negdcia. Bohuzial, jediny Vennov diagram
pre tri mnoziny je iba na reprodukcii fotografie vitraze v Cambridgeskej univerzite.
Chyba tu tiez akdkol'vek zmienka o tom, Zze Vennove diagramy sd vlastne priehrad-
kové schémy. Pritom sa staci pozriet' do Studijného materidlu z obdobia zavadzania
mnozinovej matematiky do zdkladnych $kol [6], kde sa piSe:

,vennove diagramy su grafické priehradkové schémy, ktoré vznikaji
prekriZenim uzatvorenych ciar. Prislu§nost objektu do mnoziny vyzna-
cujeme zakreslenim jeho znacky do vnitornej oblasti Ciary, ktord znazo-
riiuje mnoZinu (znacku neumiestiiujeme na zZiadnu nakreslent Ciaru). Pri
kresleni dvoch (troch, $tyroch) uzatvorenych ¢iar musime vytvorit’ Styri
priehradky (osem, Sestnast’ priehradok).*

Niektori autori ucebnic (pozri napr. [5]) explicitne neuvadzaji dolezitd poZia-
davku, aby Vennov diagram pre n mnozin obsahoval 2" priehradok. Touto poZiadav-
kou sa dosahuje univerzalnost’ Vennovho diagramu — obsahuje priehradky pre vSetky
teoreticky mozné situicie. A prave tym sa Vennove diagramy liSia od Eulerovych
diagramov, ktoré vznikli zhruba o dvesto rokov skor. Eulerov diagram obsahuje iba
priehradky, ktoré si neprdzdne. Napriklad na obrazku 3 mame Eulerov diagram pre
dve neprazdne disjunktné mnoziny. Nie je to vSak Vennov diagram. Na obrazku 4
mdme Vennov diagram pre dve mnoZiny. A nakoniec sa pozrime na obrdzok 5. Nie
je to ani Eulerov diagram pre dve mnoziny, ani Vennov diagram pre dve mnoziny.
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Obrdzok 3 Obrdzok 4 Obrdzok 5

Vrdtme sa k metéde zo spominaného videa. Ako konStatuje prof. Swanson vo
svojom prispevku [7], tdto hodnotnd technika sa v Studijnych materidloch objavuje
zriedkavo. Jednym z nich je uCebnica [1], ktora je dostupna aj na internete. Na
s. 83 autori touto technikou dokazuji rovnost AU (BNC) = (AUB)N(AUCQC).
Najskor nahradia mnoziny A, B, C mnozinami im odpovedajicich regiénov z Ven-
novho diagramu. Potom overia platnost’ dokazovanej mnoZinovej identity pre takto
ziskané mnoZiny, ¢o je podstatne jednoduchsie, pretoZe kazda z nich ma najviac osem
prvkov. Nakoniec prehldsia (bez akejkolvek argumentdcie), Ze tym je vyssie uvedend
rovnost’ dokdzand. Této technika je tieZ prezentovand v knihe [2] na s. 143, avSak
tam je vyklad vagnejsi: hovori sa iba o regiénoch, nie o mnozinich regiénov. Este si
v§imnime jeden doleZity aspekt tejto metédy: ako poznamenal prof. Swanson v [7],
v skuto¢nosti dokazujeme rovnosti mnoZin ich overovanim na jedinom priklade.

Pre dalsi vyklad je doleZité si uvedomit, Ze na obrazku 1 su ¢éisla pouZité ako mend
jednotlivych regiénov. Aby sme sa vyhli nedorozumeniu, budeme pre tieto regiény
pouzivat nasledujice oznacenie (pouZili sme font bbold):

1 -preregion &islo 1,¢ize 1={z e M: (z € A)A(z € B)A (z € C)},
2 —preregién éislo 2, ¢ize 2={z € M: (x € A)A(x € B)A (z ¢ C)},
3 —preregién&islo 3,¢ize 3={z € M:(z € A)A(z ¢ B)A(z € C)},
4 —preregién &islo 4, &ize 4 ={x e M: (z € A)A(z ¢ B)A(z ¢ C)},
5 —preregién &islo 5, ¢ize S={z e M:(x ¢ A)A(z € B)A(z € C)},
® — pre regién ¢islo 6, Cize 6={z € M: (z ¢ A)A(z € B)A(z ¢ C)},
7 —preregién &islo 7,¢ize 7={x € M:(x ¢ A)A(z ¢ B)A (z € C)},
8 —pre region ¢islo 8, Cize 8 ={z e M:(x ¢ A)A(z ¢ B) A (z ¢ C)}.



Lahko vidiet, Ze
A=1U2U3U4, B=1U2U3SUB, C=1U3U3SU7.
Namiesto mnozin A, B, C pouZijeme odpovedajice systémy mnoZin
A={1,2,3,4}, B={1,2,5,6}, C={1,3,5,7}.

Pretoze B\C = {2,606}, mdme A\ (B\C) = {1, 3, 4}. Systémumnozin A\ (B \ C)
potom odpovedd mnozina A\ (B\C)=1U3U 4.

Naozaj, nech E, F' si také podmnoziny mnoZiny M, ktoré sa dajd vyjadrit'v tvare
konecného zjednotenia po dvoch disjunktnych mnoZzin patriacich do systému mnoZin
M={1,2,3,4,5,0,7,8}. UkdZeme, Ze plati

E\F=JE\F).

Symbolom E sme oznacili systém po dvoch disjunktnych mnoZin zo systému I,
ktorych zjednotenim je mnozina E. Symbolom F sme oznacili systém po dvoch
disjunktnych mnozin zo systému M, ktorych zjednotenim je mnoZina F'.

Este sme pouzili operator | J, pomocou ktorého zapisujeme zjednotenie vietkych
mnoZin patriacich do daného systému mnozin. Ak napriklad L = {Lq, ..., Ly},
potom [ JL =Ly U--- U Ly,.

Najskor ukdzeme, Ze plati E\ F C |J(E\ F).Nechz € E'\ F. Pretoze z € F,
existuje také k € E, ze z € k. UkdZeme, Ze k ¢ F. Sporom. Predpokladajme, Ze
k € F. Potom z € k C |JF = F. To je viak spor s tym, 7e z ¢ F. Tento spor
ukazuje, ze k ¢ F. Tym sme overili, Ze k € E\ F. Preto z € k C |J (E \ F). Inkldzia
E\ F CJ(E\F) je tym dokdzana.

Teraz ukdzeme, Ze |J(E\F) € E\ F. Nech z € |J(E\ F). Potom existuje
i€ E\F také, Ze € §. Pretoze § € E, mdme z € § C (JE = E, odkial z € E.
UkéZzeme, Ze © ¢ F'. Sporom. Predpokladajme, Ze x € F. Potom existuje § € [F
také, Ze € j. Teda x € §N j. Tym sme ukazali, Ze § N § # . Pretoze &,§ € M,
pricom mnoZiny zo systému M sd po dvoch disjunktné, plati § = . To je spor, pretoze
i€ E\F,ale j € F. Tento spor ukazuje, ze x ¢ F. Tym sme overili, Ze z € E \ F.
Inklizia |J(E\ F) C E'\ F je tym dokézan4.

Pripad, ked niektord z mnozin F, F je prazdna, si premyslite samostatne. Z dok4-
zaného vyplyva, Ze predchddzajice Gvahy vedice k vyjadreniu mnoziny A \ (B\ C)
boli korektné. Podobnym spdsobom sa dd pracovat’ aj s mnozinovym prienikom
a mnoZinovym zjednotenim. UkdZeme to pre prienik.



Najskor ukazeme, ze plati ENF C |J(ENF).Nechx € EN F. PretoZe z € E,
existuje také § € L, Ze x € i. Pretoze x € F, existuje také j € [, Ze x € j. Pretoze
x € 8N §, mame § N § # 0. PretoZe §, j € M, priom mnoZiny zo systému M si po
dvoch disjunktné, plati 8 = §. Tym sme ukdzali, Ze § € F. Tedat € E N F. Odtial
z €t CY(ENF). Inklizia EN F C |J(ENF) je tym dokdzana.

Teraz ukazeme, ze plati | J(ENF) € ENF.Nechz € |J (E N F). Potom existuje
také k € ENF, Ze x € k. Odtial mdme x € E N F. Inkldzia | J(ENF) C ENF je
takto dokédzana.

Pre zjednotenie je dokaz analogicky, prenechdvame ho &itatelovi.

Podobnym spdsobom moZno pristipit aj k vyjadreniu mnoziny (A\ B)U(ANC).
Naozaj, ked postupujeme podla ndvodu z videa, mame

A\ B=1{1,2,3,4} \ {1,2,5,6} = {3,4},
ANC ={1,2,3,4n{1,3,5,7} = {1,3},
(A\ B)U(ANC) = {3,4} U {1,3} = {1,3,4}.

Alebo tieZ mdéZeme postupovat’ podla nasej dpravy, o ddva
A\B=1{1,2,3,4}\{1,2,5,6} = {3,4},
ANC=1{1,2,3,4} n{1,3,5,7} = {1,3},

(A\B)U(ANC) = {3,4} U{1,3} = {1,3,4}.

Systému mnoZzin (A \ B) U (AN C) potom odpovedd mnoZina
(A\B)U(ANC)=1U3U4.

Dostali sme rovnaky vysledok, ako pri vyjadreni mnoziny A \ (B \ C). Tym sme
vlastne dok4zali mnoZinovu rovnost’

A\(B\C)=(4\B)U(4N0),
ktor4 plati pre lubovolné mnoziny A, B, C' (ktoré si podmnoZzinami zdkladnej mno-
Ziny M).
Uplne na zéver poznamenajme, 7¢ Vennov diagram pre tyri mnoZiny nie je
mozné realizovat’ pomocou $tyroch kruZnic. Na obrdzku 6 vidime pdvodny diagram

pre Styri mnoZiny, ako ho navrhol John Venn. Na obrazku 7 vidime diagram pouZivany
v §tudijnom materiali [6].
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