MATEMATIKY
FYZIKY a
INFORMATIKY

-
=
Q
N
=
-




OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY
A INFORMATIKY 1/2015 rocnik 44

Casopis pre tedriu a praktické otazky vyu¢ovania matematiky,
fyziky a informatiky na zakladnych a strednych $kolach

HORIZONS OF MATHEMATICS, PHYSICS
AND COMPUTER SCIENCES 1/2015 Volume 44

Journal for Theory and Applied Issues of Mathematics, Informatics and
Physics Teaching at Primary and Secondary Schools

Fundavit: Stefan Znam, Beloslav Rie¢an et Daniel Kluvanec

Editors in Chief: Jozef Dobo 3§ (Mathematics and Computer Sciences)
Daniel K1uvanec (Physics)

International Editorial Board:

GiulianaCavaggioni (Italy) Laszlo6 N dnay (Hungary)
Anatolij Dvurecenskij (Slovakia) JanPi§ut (Slovakia)

Gabor Galamb os (Hungary) Adam P1locki (Poland)

Juraj Hromko vi¢ (Switzerland) Zden€k P lpan (Czech republic)
Hans Jordens (Netherland) Ladislav Emanuel Ro th (USA)
Stefan L ub y (Slovakia) Lubomir Zelenicky (Slovakia)

Executive Editors: Stefan Tka ¢ik (Mathematics and Computer Sciences)
Aba Teleki (Physics)

Editorial Board:
Mathematics and Computer Sciences:
Katarina Bachrata Zbynék Kubadek Tomé§ Lengyelfalusi Milan Matejdes
Vojtech Balint Jozef Kuzma Peter Malicky Peter Vrabel
Jozef Fulier Ladislav Kvasz Mariana MarCokova  Milan Tur¢ani
Physics: )
Jozef Betiugka Ivan Cerveni Zuzana JeSkova Endre Szab6
Ivo Cép Stanislav Holec Dalibor Krupa Vladimir Sebenl
Peter Cerilansky Anna Jankovychovd  Viera Lapitkova Bohumil Vybiral
Reviewers:
Mathematics and Computer Sciences:
Ruzena Blaskova Madria Kmetova Beloslav Riecan Marian Trenkler
Radoslav Harman Jaroslava Mikuleckd  Stefan Sol¢an Peter Vrabel
Physics: )
Peter Demkanin Arpad Kecskés Miroslav Kolesik Miroslava Ozvoldova

Peter Hanisko Jén Klima Igor Medved Mairia Rakovska




OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 1/2015 (44)

Realne ¢isla a Microsoft Excel

Jozef Dobos

Abstract: The aim of this article is to inform the teachers and students of
secondary schools about the intricacies of internal computer workings with real
numbers. It is surprising how many people think they found a bug in Microsoft
Excel that ought to be promptly fixed by the developers. Experience shows,
however, that it is not enough to tell these people they should read up on coding
the real numbers in computers. In this article, alongside simple mathematics
we have also chosen to represent the “computer numbers” on real axis which
should help towards a better understanding.

Key words: real numbers, Microsoft Excel

Siihrn: Cielom tohto &ldnku je pribliZit uéitelom a Studentom strednej Skoly
zéludnosti prace poéitada s redlnymi ¢islami. Je prekvapujdce, kolk{ si myslia,
Ze nasli chybu v Microsoft Exceli, ktord by mali vyvojari urychlene odstranit.
Skisenost' ukazuje, Ze nesta¢i tymto l'udom povedat, aby si preéitali nieco o ké-
dovani realnych ¢isel v pocitaci. V tomto ¢lanku sme zvolili popri jednoduchej
matematike aj zndzorfiovanie pocitacovych Cisel na redlnej osi, €o by mohlo
prispiet’k lepSiemu porozumeniu.

Kr'aéové slova: reélne &isla, Microsoft Excel

MESC: N20

Pozrime sa na vypocet hodnoty rozdielu 4,1 — 4 v Microsoft Exceli. Ak nastavime
formatovanie bunky B1 tak, aby sa v nej uloZené &islo zobrazovalo s presnostou na
15 desatinnych miest (obr. 1), dostdvame oakdvany vysledok 0,1.

0,100000000000000 4,1-4= 0,09999999999999960000
Obrdzok 1 Obrdzok 2

Ak vSak zvySime zobrazovand presnost na 20 desatinnych miest (obr. 2), potom
namiesto o¢akavaného vysledku 0,1 dostdvame 0,099 999 999 999 999 600 00. Stacilo
zvysenie na 16 desatinnych miest, ale prisli by sme o pozorovanie, Ze presnost ¢isel,
ktoré st zobrazované v Microsoft Exceli, je maximdlne 15 platnych cifier. Preto si
tie Styri nuly na konci. Podobné vypocty sa Casto objavuji na réznych internetovych




forach, pricom diskutujici st presvedceni, Ze nasli chybu v Microsoft Exceli, ktord by
mali vyvojéri urychlene odstrdnit. Dokonca niektori tvrdia, Ze Open Office to pocita
spravne. Pre tychto diskutujicich sme na ten isty vypocet pouzili Calc (obr. 3 a 4)
z balika Open Office.

[
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T41-4= 0,100000000000000 |: 4,1 -4 = 0,09999999999999960000

i

Obrdzok 3 Obrdzok 4

Treba si totiZ uvedomit, Ze tabulkové kalkuldtory menia spdsob zobrazovania ¢isel
v bunke podl'a nastavenia jej formatovania. Pritom &islo uloZené v bunke sa jej for-
maétovanim nemeni!. Otdzkou teda je, aké &islo je uloZené v bunke B1. V skuto¢nosti
Microsoft Excel aj Calc vyuZivaji td isti pocitacovi reprezentdciu redlnych Cisel
— bindrne kédovanie ¢isel v pohyblivej radovej Ciarke (z angl. floating point num-
bers). Konkrétne binary64 (double precision), ¢o je jeden zo Standardnych forméatov
podl'a medzinarodnej normy IEEE-754. Z tohto dévodu sa budeme zaoberat’ prave
touto reprezentdciou redlnych ¢isel v pocitaci. Pomocou interaktivneho analyzitora
na babbage.cs.qc.cuny.edu/IEEE-754 mozZno zistit, Ze ¢islo 0,1 je zakédované
vo formdte binary64 takto:
0011111110111001100110011001100110011001100110011001100110011010
PretoZe binarne kddovanie je zaloZené na dvojkovej Ciselnej sustave, v tomto kédo-
vani mOZeme presne reprezentovat iba realne Cisla, ktoré sa daji vyjadrit’ zlomkom,
v ktorého Ccitateli je celé ¢islo a v menovateli je celo¢iselnd mocnina Cisla 2. Aj to
nie vSetky — vyplyva to z obmedzenia na 64 bitov. Redlne ¢isla, ktoré sa daju presne
reprezentovat'uvedenym spdsobom, budeme pre potreby tohto ¢ldnku nazyvat pocita-
&ové redlne cisla. Cislo 0,1 mdZeme sice vyjadrit zlomkom (napriklad %), ale nie tak,
aby v menovateli bola celoCiselna mocnina &isla 2. Preto ¢islo 0,1 nie je po¢itatovym
redlnym &islom?. To znamend, Ze plati fi(0,1) # 0,1, kde symbolom fi(z) oznacujeme
pocitacové redlne Cislo, ktoré je na Ciselnej osi najblisSie k redlnemu ¢islu x. Vidime
to na obrazku 5, kde jednotlivé dieliky reprezentuji pocitacové redlne Cisla.

0,099 999 999 999 999 0,099 999 999 999 999 6 0,1

¥ ¥ i
4 4

£1(0,099 999 999 999 999) £1(0,099 999 999 999 999 6) 1(0,1)
Obrdzok 5

!Cislo mbZeme vloit' do bunky aj ako retazec alebo d4tum, ale to je uZ o inom.
2Qdtial vyplyva, Ze v bunke B1 urdite nie je uloZené &islo 0,1.



Teraz® vypocitame presnd hodnotu &isla fi(0,1). Vo formite binary64 méme
k dispozicii 64 bitov. Tieto su rozdelené do troch skupin takto:

exponent

e N
? 01111111011 1001100110011001100110011001100110011001100110011010
znamienko mantisa

Prislu$né pocitacové redlne ¢islo ma potom tvar

gexponent

(znamienko) X mantisa. (1)

Prvi skupinu tvori jeden bit, v ktorom je uloZené znamienko (pre zdporné ¢isla
je to 1, inak je to 0). Druhd skupinu tvori 11 bitov, v ktorych je uloZeny exponent
zvicseny o ¢islo 1023, o je zapisané v bindrnom kdde. Tento posun o ¢islo 1023 sa
pouZiva z dovodu efektivnejSieho kédovania zapornych hodndt exponentu (nemusime
ukladat’ znamienko, ¢im sa uSetri jeden bit). Ked teda chceme zistit, aky exponent je
zakédovany v skupine 01111111011, najskor tychto 11 bitov prevedieme z bindrneho
kédu do desiatkovej sistavy a potom od vysledku od¢itame ¢islo 1023.

210 98 96 94 922 90

oO—

Teda exponent zakédovany v skupine 01111111011 je
29428 427 426 425 4 04 1 23 1 91 1 90 1023 = —4.

Tretiu skupinu tvori 52 bitov, v ktorych je uloZend mantisa. Konkrétne ide o binarny
kdd tej Casti mantisy, ktord sa nachddza za rddovou ¢iarkou. Mantisa ma totiZ pred
rddovou &iarkou &islicu 1, ktorti teda nemusime ukladat, ¢im sa uSetri jeden bit. Ked’
chceme zistit, akd mantisa je zakédovana v skupine

1001100110011001100110011001100110011001100110011010,

najskor tychto 52 bitov prevedieme z bindrneho kédu do desiatkovej siistavy a potom
k vysledku pripocitame ¢islo 1. Nezabuidajme, Ze ide o cifry stojace napravo od ridovej
¢iarky, preto prislu§né mocniny dvojky st zdporné.

2——1 2—5 2—9 2—13 2—17 2—21 2—25 2—29 2—33 2—37 2—41 2—45 2—49

N T T T T TV T T T T e

100%100%100%100%100%100%100%10011001 100%1001 10011010

2—4 9-8 9—12 9—-16 9-20 9—24 2—28 9—32 9—36 9—40 9—44 9—48 9—51

3Pri prvom &itani moZno tento odsek preskogit.



Teda hladand mantisa je

91 4941 95 98 4 90=9 | 9-12 | 9-13 | 9=16 4 9—17
49720 4 9=21 4 924 4 9=25 4 928 4 9-29 | 9-32 L 933 | 936
49737 4 940 4 941 | 9—44 | 5—45 | 9—48 4 949 | 951 L 1 _
_3602879701896397

T 29251799813685248
= 1,600 000 000 000 000 088 817 841 970 012 523 233 890 533 447 265 625.

Teraz uz méame v3etko potrebné, aby sme mohli zistit'presnd hodnotu &isla f1(0,1).
Podla (1) mdme

f(0,1) =
=274. 1,600 000 000 000 000 088 817 841970012 523 233 890 533 447 265 625 =
= 0,100 000 000 000 000 005551 115123125 782702 118 158 340 454 101 562 5.

Mbze to byt problém? Pre beZného uZivatela urlite nie. Programatori by viak
mali o tejto problematike vediet viac (pozri [1] a [3]). Asi najznamejSia udalost, pri
ktorej (okrem iného) zohralo dlohu uloZenie ¢isla 0,1 v pocitaci, je opisand v [2].
Dria 25. februéara 1991, uprostred operacie Pistna burka, zlyhal americky protirake-
tovy systém Patriot. Iracka raketa Scud zniCila kasarne americkej armady, usmrtila
28 vojakov a zranila dal§ich 100. Systém Patriot sleduje svoj ciel meranim &asu, ktory
odrazené radarové pulzy potrebujii na navrat od ciela. Cas zaznamenavany systémo-
vymi hodinami v desatindch sekundy sa vyndsobi ¢islom 0,1, ¢im sa vypocita cas
v sekundach. Systém Patriot bol v prevddzke priblizne 100 hodin. Pocas tejto doby do-
siahla akumulovana chyba hodnotu 0,34 sekundy. To spdsobilo posun predpokladane;j
polohy rakety Scud o 687 metrov.

Vritime sa v§ak k nasej p6vodnej otazke: Aké ¢islo je uloZené v bunke B1? Cislo 4
je sice pocitacové redlne Cislo, ale &islo 4,1 nie je. Preto Microsoft Excel pri vypocte
rozdielu 4,1 — 4 v skuto€nosti pocita hodnotu f1(4,1) — 4. Konkrétne

4616189618054 758

T 1125899906 842624
= 0,099 999 999 999 999 644 728 632 119 949 907 064 437 866 210 937 5,

f(4,1) — 4

&o je potitatové redlne &islo (lebo 1125899906 842624 = 250). Jeho polohu mo-
Zeme znazornit na ¢iselnej osi, ako ukazuje obr. 6.



0,099 999 999 999 999 0,099 999 999 999 999 6 0,1
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f1(0,099 999 999 999 999) (0,099 999999 999 999 6) A(4.1) — 4 f(0,1)
Obrdzok 6

Pocitacové redlne Cislo f1(0,099 999 999 999 999 6) je zakédované vo formdte
binary64 takto:

0011111110111001100110011001100110011001100110011001100101111101

Pocitacové redlne Cislo, ktoré vznikne vypoctom fl(4,1) — 4, je zakédované vo formadte
binary64 takto:

0011111110111001100110011001100110011001100110011001100110000000

Medzi tymito poéitaovymi redlnymi ¢islami leZia este dalSie dve pocitacové redlne
Cisla (pozri obr. 6). Ako moézeme vidiet' na obr. 7, Microsoft Excel sa nas pokisa
presvedcit, Ze plati 4,1 — 4 = 0,099 999 999 999 999 6. Suvis{ to so zobrazovanou
presnostou Microsoft Excelu. Ako sme uviedli vysSie, je to maximalne na 15 platnych
cifier. Jednoduchou tpravou testovacej podmienky vSak méZeme priniitit' Microsoft
Excel k inej odpovedi. Vidime to na obr. 8.

4,1 - 4= 0,09999999999999960000 4,1-4= 0,09399999999999960000
0,099 999 999 993 999 6 = 0,09999999999999960000 0,099 999 999 999 999 6 = 0,09999999999399960000
B1-B2 = 0,00000000000000000000 B1-B2= 0,00000000000000000000
IF{B1=B2;TRUE;FALSE) = TRUE IF(B1-B2=0;TRUE;FALSE) = FALSE
Obrdazok 7 Obrdzok 8

Mozno este presvedCivejSie bude pozriet'si obr. 9 a 10.

4,1-4= 0,09999899999999960000
0,099 999 999 9999996 = 0,09999999999999960000

Bl-B2= 0,000000000C0000C00000
2*(B1-82} = 8,32667268468867000000E-17

4,1-4= 0,09999999999999960000
,099 999 999 999999 6 = 0,09999999999993960000
B1-B2= @,00000000000000000000

{B1-B2)/2 = 2,08166817117217000000E-17

Obrdzok 9 Obrdzok 10

Vysvetlenie tychto javov by si v§ak vyZadovalo hlbsie poznanie algoritmov Microsoft
Excelu.

Na zaver sa este zamyslime nad otdzkou, preco je ¢islo f1(4,1) — 4 bliZsie k &islu
11(0,099 999 999 999 999 6), a nie k &islu f1(0,1), ako by sme ofakavali (pozri obr. 6).
Musime si uvedomit, Ze pocitacové reédlne Cisla nie sd na C¢iselnej osi rozloZené
rovnomerne. Ich hustota sa meni v tych pocitaCovych redlnych cislach, ktoré si
celociselnymi mocninami dvojky (pozri obr. 11).



Obrdzok 11

Jednoducho, rozdiel 4,1 — f1(4,1) je prili§ velky vzhladom na hustotu po&itatovych
redlnych Cisel v okoli ¢isla fi(0,1); porovnaj obr. 6 a 12.

4,1

¥

(4,1) fl(4,1) + 2750
Obrdzok 12

=0 -+
-
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