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Rozklady

Jozef Dobos

Abstract: The aim of this work is to introduce the reader into the problem
of partitions. Gradually, on isolated examples of models of this concept, we
show its importance in Mathematics. In conclusion, we formulate a sufficiently
general definition of a partition, which then will no longer be only a formal
knowledge of a student. The impulse to write this article were some mistakes
in study materials published on the Internet by teachers of Mathematics. This
article is intended for prospective teachers of Mathematics as well as their
teachers.

Key words: partitions, sets of numbers

Stihrn: Cielom préce je uviest'¢itatel'a do problematiky rozkladov. Postupne na
jednotlivych ukdZkach izolovanych modelov tohto pojmu ukdZeme jeho dole-
Zitost pre matematiku. V zdvere sformulujeme dostatoéne v§eobecnt definiciu
rozkladu, ktord potom uZ nebude pre $tudenta len formalnym poznatkom. Im-
pulzom k napisaniu tohto ¢lanku boli niektoré chyby v Studijnych materidloch,
ktoré zverejnili na internete ucitelia matematiky. Clanok je ureny $tudentom
uditel'stva matematiky, ako aj ich uéitefom.

KIPcové slova: rozklady, Eiselné mnoZiny
MESC: F40, F50

S rozkladmi sa stretdvame pri rozdelovani objektov do skupin podl'a pevne stano-
venych pravidiel. Za¢neme jednoduchymi ukdzkami rozkladov na jednej konkrétne;j
kone&nej mnoZine X = {3,4,7,9,11, 26, 55, 83}.

Ukdzka 1. Do skupiny A zaradime vSetky jednociferné ¢islaz mnoZiny X a do skupiny
B zaradime vsetky dvojciferné ¢isla z mnoZiny X . Tym sme rozdelili prvky mnoZiny
X do dvoch jej podmnozin A = {3,4,7,9}, B = {11, 26,55, 83}, priCom kazdy
prvok mnoZiny X patri prave do jednej z nich. To znamena4, Ze plati: X = AU B,
AN B = {. V takomto pripade budeme hovorit, Z¢ mnoZiny A, B tvoria rozklad

mnoziny X . Tento rozklad mdZeme zndzornit graficky, ako vidime na obrazku 1.

Ukdzka 2. Do skupiny C' zaradime v3etky parne ¢isla z mnoZiny X a do skupiny D
zaradime vSetky nepdrne ¢isla z mnoZiny X . Lahko vidiet, Ze kazdy prvok mnoZiny X
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patri prave do jednej z mnoZin C = {4,26}, D = {3,7,9,11, 55, 83}. Teda mnoZiny
C, D tvoria d’al$i rozklad mnoZiny X. Grafické zndzornenie tohto rozkladu je na
obrazku 2.

7 7

2 2%

83 83

9 9

55 55
11 11
3 4 3 4
Obrdzok 1 Obrdzok 2

UkdZka 3. Do skupiny E zaradime tie ¢isla z mnoZiny X, ktoré si prvocislami
a do skupiny F’ zaradime tie ¢isla z mnoziny X, ktoré su zlozenymi ¢islami. Lahko
vidiet, Ze kaZdy prvok mnoZiny X patri prave do jednej z mnozin E = {3,7, 11,83},
F = {4,9,26,55}. Teda mnoZiny F, F tvoria d’alii rozklad mnoZiny X . Grafické
zndzornenie tohto rozkladu je na obrazku 3.

7 7

26 26

83 83

9 9

55 55
11 11
3 4 3 4
Obrdzok 3 Obrdzok 4

Ukdzka 4. Do skupiny K zaradime tie ¢isla z mnoZiny X, ktoré s delitelné tromi,
do skupiny L zaradime tie ¢isla z mnoZiny X, ktorych zvySok po deleni ¢islom tri sa
rovnd 1 a do skupiny M zaradime tie ¢isla z mnoZiny X, ktorych zvySok po deleni
¢islom tri sa rovn4 2. Lahko vidiet, Ze kazdy prvok mnoZiny X patri prave do jednej
zmnozin K = {3,9}, L = {4,7,55}, M = {11,26,83}. Teda mnoZiny K, L, M
tvoria d'al$i rozklad mnozZiny X . Grafické zndzornenie tohto rozkladu je na obrazku 4.
Plati teda: X = K U L U M, pri¢om mnoZiny K, L, M si po dvoch disjunktné.
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Predchadzajice ukdzky mdZeme po istej modifikdcii zmenit' na zaujimavé tlohy.

Staci Studentom predloZit konkrétny rozklad a pytat’'sa na pravidlo, pomocou ktorého
bol vytvoreny.

Uloha
Zistite, podla akého pravidla vznikol rozklad X = {7,11,26,55} U {3,4,9,83}.

Vsimnime si, Ze v predchddzajicich ukazkach kone¢nost mnoziny X nebola vobec
podstatnd. V dalSej Casti sa zameriame na niektoré ukdzky rozkladov nekonenych
mnoZin, ako sd napriklad mnoZina vSetkych prirodzenych ¢isel, alebo mnoZina vset-
kych racionalnych &isel.

Ukézka 4 priamo sivisi so zvySkovymi triedami modulo 3. Namiesto pdvodne;j
kone¢nej mnoZziny X budeme uvazovat mnoZinu N vSetkych prirodzenych ¢isel.

UkdZka 5. Do mnoZiny Sy zaradime tie prirodzené &isla, ktoré su delitelné tromi,
do mnoZiny S; zaradime tie prirodzené ¢isla, ktorych zvySok po delenf ¢islom tri
sarovnd 1 a do mnoZiny Sy zaradime tie prirodzené Cisla, ktorych zvySok po delent

¢islom tri sa rovnd 2. Tieto mnoziny zapiSeme pod seba takymto spdsobom:

N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,. .. }
So={ 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24,...}
Sy ={1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, )
Sp={ 2, 5 8, 11, 14, 17, 20, 23, ...}

Lahko vidiet, Ze kazdy prvok mnoZiny N patri prave do jednej z mnoZin Sy, S1,
So. Preto mnoZiny Sy, S1, S2 tvoria rozklad mnoZiny N. Teda plati: N = SpU .S, U So,
pricom mnoziny Sy, S1, S2 st po dvoch disjunktné.

V nasledovnej ukazke uvidime, Ze pocet skupin v rozklade méze byt nekonecny.

UkdZka 6. Polozme

To={ 1,3, 5 7, 9,11, 13, 15,...}
Ty ={ 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30,...}
Ty={ 4,12, 20, 28, 36, 44, 52, 60,...}
Ts={ 8,24, 40, 56, 72, 88,104,120,...}
T, ={16,48, 80,112, 144,176,208,240, ...}
Ty = { 32,96, 160, 224, 288, 352, 416, 480, . .. }

Do mnoZiny T} sme zaradili tie prirodzené &isla, ktoré si nepdrnymi ndsobkami
&isla 2% Nie je tazké overit, Ze kazdy prvok mnoZiny N patri préve do jednej z mnoZin
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Ty, T1,Ts, ... Preto mnoZiny Ty, T1,T5, ... tvoria rozklad mnoZiny N. Teda plati:
N = Uz Tk, pri¢om tieto mnoZiny T}, st po dvoch disjunktné.

S tymto rozkladom sa méZeme stretnit’ pri dokaze tvrdenia, Ze mnoZiny N x N
a N majui rovnaki mohutnost. Staci overit, Ze predpisom

f(n,k) =2F"1(2n -1)
je definované zobrazenie f: N x N — N, ktoré je bijekciou.

Ukdzka 7. Hladdme rozklad mnoZiny R vSetkych redlnych ¢isel na intervaly s celo-
giselnymi krajnymi bodmi. PretoZe R # | J, o5 (K, k + 1), otvorené intervaly netvoria
hladany rozklad. Pre uzavreté intervaly sice plati R = | J, .5 (k, k£ + 1), tieto intervaly
viak nie sd po dvoch disjunktné. Teda ani uzavreté intervaly netvoria hladany rozklad.
Nie je tazké overit, Ze jednym z moZnych rozkladov je

R=|J(k k+1),
keZ

kde (k,k+1)={zeR: k<z <k+1}.

Tento rozklad priamo siivisi s pojmom celd ¢ast’redlneho Cisla, s ktorym sa méZeme
stretniit'aj v u&ebnici pre stredné Skoly [5]. Oznadenie [z] pre celd Cast'¢isla = zaviedol
v roku 1808 Karol Fridrich Gauss v préci [2] takto:

Porro existente x quantitate quacunque non integra, per signum [z]
exprimemus integrum ipsa x proxime minorem, ita ut x* — [x| semper
flat quatitas positiva intra limites O et 1 sita.

Dnes sa stéle Castejsie namiesto oznacéenia [z] pre celd Cast'&isla x pouZiva ozna-
enie |z ], ktoré v roku 1962 zaviedol Kenneth E. Iverson vo svojej ucebnici [3].

Ukdzka 8. Bude sa tykat Dedekindovych rezov, s ktorymi sa mdZeme stretnit’ pri
konstrukcii redlnych cisel.
Najskor uvedieme jednu z moZnych definicii tohto pojmu.

Definicia
Usporiadani dvojicu (A, B) nazveme Dedekindovym rezom, ak

(1) 0#AcCcQad#BCQ,

(2) AUB=2Q,

(3) (Va € A)(Vb € B)(a < b),

(4) A nem4 maximum, t.j. ku kaZdému a € A existuje a’ € A tak, Ze a < d’.



13

Z vlastnosti (2) a (3) bezprostredne vyplyva, Ze mnoZiny A, B tvoria rozklad
mnoZiny Q. Lahko sa tieZ overi, Ze kaZdému raciondlnemu &islu 7 mdZeme priradit
Dedekindov rez (A, B;), kde

Ar={zeQ:z<r}, B,={reQ: z>r}.

Dalej je zvykom ukézat (skor, ako sa zatne budovat ucelend tedria), Ze existuju
aj iné Dedekindove rezy. VicSinou sa na ilustrdciu zvolia mnoZiny A’ a B’, ktoré
modZeme definovat’ napriklad takto: do mnoZiny A’ dime vietky zdporné racionalne
Cisla, priCom z nezdpornych raciondlnych &isel tam dédme len tie, ktorych $tvorec je
mens$i neZ 2; do mnoZiny B’ ddme vSetky kladné raciondlne &isla, ktorych Stvorec je
viC3i neZ 2. Niektori autori v§ak chybne za Dedekindov rez prehlasuji usporiadani
dvojicu (A", B"), kde

A"={reQ: 2*<2}, B"={zecQ: 2% > 2}

Mnoziny A”, B” sice tvoria rozklad mnoZziny Q, ale Dedekindov rez nie. PretoZe nie
je splnend vlastnost'(3). Naozaj, napriklad 0 € A”, —2 € B”. Elegantne sa tejto chybe
vyhli autori u€ebnice [1], ktori dali prednost' mnoZindm

A*={ze€Q: 2* <2}, B*={reQ: z>2}.

Vritine sa eSte k mnoZine A’. Overenie toho, Ze mnoZina A’ spolu s mnoZinou
B’ tvori Dedekindov rez, ponechdvaji autori uéebnych textov na itatel'a bez akého-
kolI'vek ndvodu. Overenie vlastnosti (4) by si viak ndvod zasliZilo: PretoZe mnoZina
A’ obsahuje aj niektoré kladné &isla (napr. &islo 1), staéf ukazat, Ze pre kazdé kladné
a € A existuje a’ € A’ také, Ze a < a'. Nech a € A’ je kladné raciondlne &fslo.

Potom a = p/q, kde p a g st také prirodzené &isla, pre ktoré plati p?/q? < 2. PoloZme

o — 3p +4q
2p+3q

Overenie toho, Ze a’ ma poZzadované vlastnosti, je uz rutinnd zileZitost,

Posledn4 ukézka sa bude tykat mnoZiny vietkych raciondlnych ¢isel. InSpiraciou
nam bude jeden konkrétny materidl z internetu. Autor (stredoskolsky ucitel') uvadza
takito definiciu raciondlneho Eisla. Citujem:

,»Raciondlnym ¢islom = budeme nazyvat'taky zlomok p/g, ktorého &ita-
tel p je celé &islo a menovatel g prirodzené &islo, a ktory sa d4 zapisat
v zédkladnom tvare, t. j. p a ¢ sd nesddelitelné &isla.
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Bezprostredne za touto definiciou nasleduje text pisany kurzivou. Citujem:

»Z toho teda vyplyva, Ze raciondlne Cislo x je viastne mnoZina roznych
zlomkov, ktoré sa daji napisat’v tom istom zdkladnom tvare.

Potom nasleduji Pozndmky, z ktorych vyberdm:

., Prvok mnoZiny raciondlneho &isla budeme nazyvat predstavitel mno-
Ziny.“
,»VSetci predstavitelia toho istého raciondlneho &isla sd rovnocenni.*

Za tym nasleduje Niekolko ukdZok:

1/2={1/2,2/4,3/6,4/8,...,12/24,...,50/100,...}
3/4=1{3/4,6/8,9/12,...,30/40,...,75/100,...}
—5/4={-5/4,-10/8,—15/24, ...}

Je tu niekolko veci na zamyslenie sa. Raciondlne &islo je podla autora mnoZina
raciondlnych ¢isel, medzi ktorymi je aj toto ¢islo samotné. Ak vSak ideme definovat’
nejakd mnoZinu, pri tomto akte uZ musia byt zndme vSetky objekty, ktoré chceme
prehlasit’za jej prvky. Preto predchéddzajtice rovnosti musime interpretovat'inak. Autor
tu v skuto¢nosti pouZiva rovnaké oznacenie pre dva rozne objekty. To vSak moZe viest
k nedorozumeniu. Je polutovaniahodné, Ze takéto zdpisy sa objavuji v materidloch
pre Studentov.

Dalej za pov§imnutie stoji skutoénost, Ze v predchadzajiicich rovnostiach si (podl'a
autora) vSetky zlomky navzdjom rdzne.

- Uk4Zeme, ako moZno tento materidl upravit'tak, aby bol matematicky korektny.

UkdzZka 9. Konstrukcia modelu raciondlnych ¢isel zacina vytvorenim mnoZiny sym-
bolov, ktoré voldme zlomky a ktoré zapisujeme v tvare

%, alebo m/n, ¢))

kde m je celé Cislo a n je prirodzené &islo (pozri [4]). Rovnost zlomkov definujeme
takto:

m p e 1y r4

— = = prave vtedy, ked (m = p asifasne n = q).

noq
VSimnime si, Ze tito definiciu mdZeme vyjadrit’ pomocou usporiadanych dvojic:
m/n = p/q prave vtedy, ked plati (m,n) = (p, ¢). Zlomky sme v skuto¢nosti mohli
definovat’ ako usporiadané dvojice, len namiesto zdpisu (m,n) by sme pouZivali

zapis (1).
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Racionélne &isla m6Zeme reprezentovat pomocou zlomkov. Zdmerne sme nepove-
dali ,,definovat’™, pretoZe rdzne zlomky mdZu reprezentovat to isté raciondlne &islo.
Napriklad zlomky 1/2 a 2/4 reprezentuji to isté raciondlne ¢islo 0,5. Vytvorime
teda taky rozklad mnoZiny zlomkov, aby kaZd4 skupina tohto rozkladu reprezentovala
préve jedno raciondlne ¢islo. éleny tohto rozkladu potom budeme pokladat’ za model
raciondlnych Cisel.

K tomu budeme potrebovat dve veci: definovat pojem zlomku v zdkladnom tvare
a dosiahnut, aby v tomto modeli mnoZina raciondlnych ¢isel obsahovala v nejakom
zmysle vSetky celé &isla.

Lubovolné celé &islo k méZeme reprezentovat’pomocou zlomku /1, ktory budeme
zaroven pokladat'za zlomek v zdkladnom tvare. Pre vSetky ostatné zlomky definujeme
tento pojem takto: hovorime, Ze zlomok p/q je v zékladnom tvare, ak &isla p a ¢ sd
nesudeliteIné. ‘

Ozna¢me symbolom X mnoZinu vSetkych zlomkov a symbolom I mnoZinu vset-
kych zlomkov v zédkladnom tvare. Pre kazdé ¢ € I poloZme

[i] = {z € X: zlomky ¢ a x reprezentuji to isté racionélne &islo}.
Potom X = |J[¢] je hladany rozklad mnoZiny X.
i€l

PretoZe niektori autori este stile pouZivaji oznadenie [z] pre celd Cast redlneho
¢isla x, je namieste istd ddvka opatrnosti. Odporicame prejst na modernejSie oznace-
nie celej Casti v tvare |z |. Hranaté zatvorky sa vo vy$Sej matematike ¢asto pouZivaju
prave v sivislosti s rozkladmi, napriklad pri faktorizécii vektorového priestoru vzhl'a-
dom na jeho podpriestor.

Ked' sa vratime k vyS$Sie spominanému materialu z internetu, tam uvedené ukazky
budi mat po dprave tvar:

[1/2]={1/2,2/4,3/6,4/8,...,12/24,...,50/100,...}
[3/4] = {3/4,6/8,9/12,...,30/40,...,75/100,...}
[—5/4] = {-5/4,-10/8,—15/24, ...}

Clanok ukonéime definiciou rozkladu. Rozklad mnoZiny X je taky (neprazdny)
systém jej neprdzdnych podmnozin & = {P,;};c1, Ze kazdy prvok mnoZiny X leZ{
prave v jednej z mnoZin tohto systému. To znamend, Ze rozklad mnoZiny X je taky
(neprazdny) systém jej neprazdnych podmnoZin & = {P;};cy, pre ktory plati

x=Jr,
i€l
pri¢om tieto mnoZiny sd po dvoch disjunktné, t.j. P, N P, = () pre k # n.
MnoZina I sa vold mnoZina indexov a méZe byt kone¢na alebo nekonecna.
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