Postupnost (z,2%, 22,...) nie je Cauchyovska v priestore C[0, 1]

Pre kazdé prirodzené ¢islo n definujeme funkciu f, : [0,1] — [0,1] predpisom
fn(x) = 2™ pre kazdé z € [0,1]. Ukdzeme, ze postupnost (f1, f2, f3,...) nie je
Cauchyovska.

Pripomenime si, Ze norma funkcie f € C[0, 1] je definovana predpisom

[f]l = sup{|f ()] : = € [0, 1]}

Postupnost (f1, f2, f3,-..) je Cauchyovska, ak
Ve >03IN e NVm,n>N:|fn— ful <e.

Postupnost (f1, fa, f3,...) nie je Cauchyovskd, ak
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Na zéver ukdzeme, ze postupnost (f1, f2, f3,...) konverguje bodovo k funkcii f,
ktora je definovand pre kazdé z € [0, 1] predpisom
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Konvergencia je zrejmé pre x =0 a pre z = 1.
Predpokladajme, Ze z € (0,1). Pre kazdé prirodzené ¢islo n polozme a,, = x™.
Postupnost (a1, as,as,...) je klesajica a zdola ohranic¢end, preto m4 limitu.
Polozme

a= lim a,.
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Potom z rovnosti a,+1 = a, - z, ktord plati pre kazdé prirodzené ¢islo n,
dostavame a = a - z, odkial a = 0.
Pretoze x € (0,1) bolo Iubovolné, konvergencia postupnosti (f1, fa, f3,-.-)
k funkcii f je dokazana.



