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Pribeh o skaske spravnosti

Jozef Dobos

Abstract: The aim of this paper is to demonstrate that verification of a solution
is possible even if the problem has infinitely many solutions.

Key words: checking a solution, radical equations and inequalities

Siihrn: Cielom price je ukézat, Ze skiiSku spravnosti mdZeme robit’aj v pripade,
ked tloha ma nekoneéne vela rieSeni.

e

Kricové slova: skiska spravnosti, iraciondlne rovnice a nerovnice
MESC: H30, 120

Nedéavno som sa z jednej uCebnice matematiky dozvedel, Ze pri dlohéach s ne-
rovnicami namiesto skusky spravnosti robime len akési overenie spravnosti rieSenia.
Autorka ddva aj konkrétny navod: ,,Overenie robime tak, Ze vyberieme jeden z korefiov
nerovnice, dosadime ho do T'avej a pravej strany nerovnice a zistujeme, ¢i pre ziskané
hodnoty plati uvedena nerovnost.” Taky isty ndvod moZeme najst’ aj v niektorych
zahrani¢nych materidloch, napriklad v knihe [3] na strane 21.

PoloZzme si teda otdzku, ¢i mdZeme urobit’ skisku spravnosti aj v pripade, ked
rieSeni nerovnice je nekoneéne vela. UkaZeme na priklade, Ze sa to da.

Pouzijeme formu fiktivneho dial6gu medzi osobami A a B. Takyto sposob vykladu
pouzil prof. Hutchings vo svojom $tudijnom materidli [5] pri vysvetlovani dokazov.

A: Riesil som iraciondlnu nerovnicu /z 4+ 1 > x — 1 a zistil som, Ze jej oborom
pravdivosti je interval (—1, 3). Chcem urobit skisku spravnosti. To znamena, Ze
chcem dokézat' nasledujice tvrdenie:

Pre kazdé realne Cislo x z intervalu (—1, 3) plati vz + 1 >z — 1.

B: Sisiisty, Ze je to pravda? Naozaj si sa nepomylil?

A: Dobre, tak skis vybrat’ nejaké Cislo = z intervalu (—1, 3) a ja ti ukdZem, Ze
tvrdenie /x + 1 > = — 1 je pravdivé.

B: Tak vyskdsaj x = 2.

A: Toje Iahké. Pretoze V2 +1=+v3a2—1=1, zrejme plati /2 + 1 > 2 — 1.
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B: Teraz zvolim ¢islo x = —0, 213, aby si to nemal také jednoduché.

: Pretoze /—0,213+1 = /0,787 > 0a —0,213 — 1 = —1,213 < 0, mdme

V=0,213F1>0>—0,213 — 1.

: No dobre, ukazal si, Ze tvrdenie v/ + 1 > x — 1 je pravdivé pre x = 2 a pre

z = —0,213. Ale interval (—1, 3) obsahuje nekonecne vela &isel, ktoré by sme
mali dosadit'za x. Ako ukazes, Ze to mdzes urobit pre kazdé z nich?

: Nech teda z je pevne zvolené &islo z intervalu (—1, 3).

B: Ktoré ¢islo?

: Uplne I'ubovolné. NezéleZi na tom, ktoré. Idem ti ukdzat, Ze pre toto &islo x plati

Vv + 1>z — 1, priCom vyuzijem iba fakt, Ze ¢islo x leZi v intervale (—1, 3).

B: Tak to som zvedavy.

: Najskor si v8imni, Ze pre kazdé redlne &islo r z intervalu (0, 1) plati \/7 > .

Potom pre r = z + 1 plati /z + 1 > = 4 1. PretoZe zrejme x +1 > x — 1, mdme
vz +1 > x— 1. Nesmieme v8ak zabudnit, Ze to plati len pre r z intervalu (0, 1),
CiZe pre z z intervalu (—1, 0).

: No, ale slbil si, Ze vyuZijes iba fakt, Ze ¢islo x leZi v intervale (—1, 3). To sa ti

zatial nepodarilo.

: Ale ty zase musi uznat, Ze mam aspon Ciasto¢ny vysledok. Ukdzal som, Ze plati

x + 1> x — 1, priCom som vyuZzil iba fakt, Ze ¢islo x leZ{ v intervale (—1, 0).

B: Dobre, dobre. Ale ¢o ked ¢&islo x leZi v intervale (0, 3)?

: UkdZem ti, Ze aj pre takéto z plati v/x + 1 > z — 1. Vlastne ukdZem, Ze pre takéto

x plati /x + 1 — x + 1 > 0. Bude ti to stalit?

B: Sdhlasim, tieto dve nerovnosti hovoria to isté. Ale uz zacni!

Vydrz este chvilku. V8imni si, Ze ked vo vyraze v/x + 1 — z + 1 nahradim &islo
x &islom 3, dostanem /3 +1 —34+1 = y/4 -2 =2 —2 = 0. Ak sa teda
divam na vyraz v/ + 1 — z 4+ 1 ako na vyraz s premennou, méZem nerovnost
VvV +1—x+ 1> 0 prepisatdo tvaru f(z) > f(3).

: Uz si ma tplne doplietol. Najskor sme sa dohodli, Ze x je pevne zvolené ¢&islo

zintervalu (—1, 3). A teraz zrazu chces, aby x bola premenna.
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: M4S pravdu, musim {st' na teba opatrnejSie. Dohodnime sa, Ze symbolom f(r)
budeme oznacovat' vyraz /7 + 1 — r + 1, kde r je premennd. Tento vyraz ma
zmysel pre kazdé redlne ¢islo 7 > —1. Pritom pre nase ¢islo z mame f(z) =
=+x+1—z+1aprecislo3mame f(3) = /3 + 1—-3+1 = 0. UZ rozumie$?

B: Ako tak. Skis pokracovat, moZno to bude potom jasnejSie.

: UkéaZem, Ze pre kazdé redlne Cislo s > x plati f(x) > f(s). PretoZe nase &islo x
lezi v intervale (0, 3), volbou s = 3 odtial dostaneme f(z) > f(3).

: Rozumiem, takZe teraz povie§: Nech s je pevne zvolené redlne ¢islo, ktoré je
vicsie ako x.

: Presne tak. Pretoze s > = > 0, vyrazy f(z) a f(s) majd zmysel. UkdZem, Ze
plati f(z) — f(s) > 0. Rozumie§?

: Ano, nerovnost f(x) — f(s) > 0 hovori presne to isté, ako nerovnost
f(x) > f(s). Pokracu;j!
: Tak sleduj tieto tpravy:

f@)—f(s) = (Wetl-z+1)—(Vs+t1l—s5+1)=

= Ve+1l—-Vs+1l4+s—z=
(x4+1)—(s+1) 3

+s—x=
ve+1++vs+1
r— s
= +s—x =
ve+14++/s+1

1
- (S_x)(l_\/x+1+\/s+1)'

B: To sa mi vobec nepaci! Kde si vzal lomeny vyraz?

: Ale ved to som len pouzil znamy vzorec (a + b)(a — b) = a® — b?. V pripade, Ze
a + b # 0, méZeme ho prepisat’do tvaru

Teraz sta¢i dosadita = /x +1ab=+/s+ 1.

: To si mal hned povedat, Ze bude§ pouZivat'takéto finty!
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A: A ako som vybral pred zétvorku vyraz s — z, to ti nerobilo problémy?
B: AZ taky nechdpavy nie som! To predsa zvlddne kazdy.

A: Nemusis sa hned urdZat, Ved uZ sme takmer hotovi. Zostdva iba overit, Ze obidva
Cinitele sd kladné. PretoZe s > x, zrejme s — z > 0. PretoZe x > 0, zrejme
vz + 1 > 1. Teda (s prihliadnutim na fakt, Ze /s + 1 > 0) plati

1

<1.
vVe+1l4++v/s+1

Teraz uz 'ahko vidiet, Ze
1

1-— > 0.
vVe+1l4++v/s+1

A to je vSetko.

B: No, znelo to presved¢ivo. Ale ja sa aj tak budem musiet eSte raz na to pozriet.
Ned4 sa ti vo vietkom verit, uZ ta natol’ko poznam.

V druhej ¢asti ¢lanku sa pozrieme na to, ako treba doplnit’,,overenie* (spominané
v dvode) tak, aby z toho bola korektné skiSka spravnosti. Budeme sa odvoldvat na
Bolzanovu vetu, ktord hovori, Ze ak spojitd redlna funkcia definovana na uzavretom
ohranienom intervale nadobtida v krajnych bodoch tohto intervalu nenulové hodnoty
majiice rdzne znamienka, potom vo vnitri tohto intervalu musi nadobudat’ nulovd
hodnotu.

Budeme uvaZovat nerovnicu v tvare

f(z) >0, ey

kde f je nejak4 elementdrna funkcia. PretoZe elementdrna funkcia je spojitd v kazdom
bode svojho defini¢ného oboru, z Bolzanovej vety vyplyva, Ze plati: Ak I je interval,
naktorom je funkcia f definovand a na ktorom nadobiida len nenulové hodnoty, potom

bud f(z) > 0 pre vietky « € I, alebo f(x) < O pre vietky z € I.

Na zaklade toho mdzeme odportcat’takyto postup:
a) Nijdeme vietky korene rovnice f(z) = 0 a v pripade potreby urobime skisku
spravnosti.!

IRieseniu rovnic sme sa v tomto &lanku podrobne nevenovali. Pripomefime si iba, Ze pri tipravach
rovnice vlastne prechiddzame k novej rovnici, pri¢om pouZivame ekvivalentné a ddsledkové upravy.
Z tohto ddvodu obor pravdivosti povodnej rovnice je podmnoZinou oboru pravdivosti novej rovnice. Preto
pri pouziti dosledkovych dprav robime skusku spravnosti. Logicko-mnoZinovy rdmec rieSenia rovnic
je podrobne vysvetleny v Studijnom materiali [6), str. 110-116. Pre dal3ie $tidium tieZ odpori¢ame
ucebnicu [1], Lesson 13 —3: Solving Equations as Proofs.
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b) Ak po vynechani korefiov rovnice f(x) = 0 z defini¢ného oboru funkcie f
zostanu intervaly, pre kazdy z nich sta¢i urobit’,,overenie* tak, ako bolo uvedené
v ivode ¢ldnku. Obor pravdivosti nerovnice f(z) > 0 bude potom zjednotenim
tych intervalov, ktoré dspesne presli ,,overenim*®.

UkéZeme si to na priklade. Na $tvrtej Medzindrodnej matematickej olympiade
v roku 1962 Ziaci riesili nasledujicu dlohu (pozri [4]).

Uloha
Najdite vSetky redlne ¢isla z, pre ktoré plati: /3 —x — /z + 1 > %—

RieSenie. PretoZe musi platit 3 —z > 0 a z + 1 > 0, definiénym oborom danej
nerovnice je interval (—1, 3).

Teraz vyrieSime rovnicu f(z) = 0, kde f(z) = V3 —z — /o + 1 — 1. Tito &ast
(vratane skusky spravnosti) prenechdme Citatelovi. Len prezradime, Ze tato rovnica
m4 jediny koreri

8 —+v31
r=-—:
8
Ked' z defini¢ného oboru danej nerovnice vynechdme tito hodnotu, zostand ndm dva
intervaly:
8—/31 8—+v/31
(-1 =) (50 ).
Z prvého intervalu vyberieme napr. x = —1 a z druhého napr. z = 3. PretoZe
1 1
f-1) = VB (D - VAIFI-5=2-2>0,
1 1
f(8) = V3-3-V3+ —§=—2—§ <0,

oborom pravdivosti danej nerovnice je interval ( —1, S_SV 31 ) .

Poznamenajme, Ze namiesto krajnych bodov intervalov sme mohli vybrat' body na
overenie naozaj lubovolnym spdsobom, napr. z = 0 pre prvy interval a z = 1 pre
druhy interval. Museli by sme vSak najskor ukdzat, Ze plati

O<%@<1.

V literatdre sa pre tito metédu zauZivali ndzvy metdda intervalov, prip. metéda
nulovych bodov (pozri napr. [2]).

Na zdver uvedieme nieco pre skalnych zéstancov skisky spravnosti. V prvej ukaz-
ke mdZeme vidiet autentické rieSenie jedného Studenta. Ak Student vykond skisku
spravnosti, utvrdi sa v tom, Ze pocital spravne. Je to vSak naozaj tak?
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Vazs » 24447 = F /‘Y

KT F lrryg = 7
3y ¥ 73 =7
Ix ==

X <-4

V druhej ukédZzke (ktord je prevzata z knihy [2]) vidiet, Ze niekedy Studentovi aj pri

nesprdvnom vysledku skuska spravnosti vyjde:

»RieSenie* , Skiiska spravnosti“
Vz+4=5 V32+4=5
x+2=5 3+2=5
z=3 5=5

Podobny priklad mozZno ndjst’aj v knihe [7], str. 81 —82.
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