Infimum

Na jednoduchych tilohéch si pripomenieme pojem infima ¢iselnej mnoziny.

K tomu budeme potrebovat pojem dolnej celej ¢asti realneho ¢isla.
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Celé ¢isla R. E. Eicholz et al., Addison-Wesley Mathematics, Addison-Wesley Publ. Comp., 1985.

-
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Zaporné celé Cisla Nula. Kladné celé ¢isla

Vsimnime si, ze pre kazdé redlne ¢islo x existuje jediné celé ¢islo k také, ze
E<z<k+1. (1)

Toto celé ¢islo k oznac¢ujeme symbolom |z] a voldme ho dolnd celd ¢ast
redlneho ¢isla x. Teda podla (1) pre kazdé redlne ¢islo x mame

lz] <z <|z]+1. (2)
Vsimnime si, ze |x] > 0 prave vtedy, ked x > 1.

S tymto pojmom sa pracuje aj v nasledujucej stredoskolskej ucebnici:

Odvarko, O., Rysankova, M., Matematika pre 2. rocnik gymnéazia. Funkcie II, SPN,
Bratislava, 1985.

Kazdé realne &islo b mozno vyjadrit v tvare b = ¢ + d, kde c je celé
&islo a de (0, 1). Cislo ¢ nazyvame cela &ast &isla b a oznacujeme ho [b].
Napriklad [3] = 3,[5,2] = 5,[—0,5] = —1,[—2,8] = —3 atd. KaZzdému
realnemu &islu x je tak priradené prave jedno celé Cislo [x]. Zostrojme
graf funkcie y = [x].

Na rozdiel od nasej terminolégie sa tam pouziva nazov celd cast redlneho
¢isla z a namiesto oznacenia |x| sa pouziva oznacenie [z]. Je tam uvedeny
aj graf funkcie y = [z]. M6zeme ho vidiet na nasledujicom obrazku.
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Uloha 1. Ukézeme, e inf {1,1/2,1/3,...} = 0.

Mnozinu vSetkych kladnych celych ¢isel budeme oznacovat symbolom Z*, t.j.
7T ={1,2,3,... }.
Vsimnime si, Ze mnozina
M={1n:nezt}={1,1/2,1/3,...}

nemda najmensi prvok. Pretoze mnozina M obsahuje iba kladné ¢isla, ¢islo 0
je dolnym ohrani¢enim! mnoziny M. Pritom é&islo 0 je zo vSetkych dolnych
ohraniceni mnoziny M najvacsie. K tomu staci overit, ze ziadne kladné realne
¢islo nemoze byt dolnym ohrani¢enim mnoziny M.
Nech ¢ je kladné realne cislo. Ukazeme, ze existuje kladné celé cislo n,
pre ktoré plati
1/n <.

!Pripomeiime si, Ze redlne ¢islo m je dolnym ohrani¢enim mnoziny M, ak pre kazdé
x € M plati: m < x. Najvécsie z tychto dolnych ohranic¢eni volame infimum mnoziny M.



Pritom tuto nerovnost mozeme prepisat do tvaru
1/6 < n.

Pretoze podla (2) plati
1/6 < |1/6] + 1,
staci polozit
n=|1/0] + 1
Pretoze 1/n € M a 1/n < 4, ¢islo § nie je dolnym ohrani¢enim mnoziny M.
Podla definicie infima teda inf M = 0.

Uloha 2. Ukazeme, 7e inf { % :n, k € Z+} = 0.
Vsimnime si, Ze mnozina

M:{n:n,kEZ+}
n+k

nema najmensi prvok. Pretoze mnozina M obsahuje iba kladné ¢isla, ¢islo
0 je dolnym ohranicenim mnoziny M. Pritom ¢islo 0 je zo vSetkych dolnych
ohraniceni mnoziny M najvacsie. K tomu staci overit, Ze ziadne kladné redlne
¢islo nemo6ze byt dolnym ohrani¢enim mnoziny M.
Nech § je kladné redlne ¢islo. Ukazeme, ze existuju kladné celé ¢isla n, k
také, ze
n
n+k

< 4. (3)
Pretoze podla (2) plati
1/6 < |1/6] 4+ 1,

po malej uprave odtial dostavame

1

Pozrime sa na nerovnosti (3) a (4). Vidime, Ze sa ndm prirodzene pontka
volban =1, k= |1/d]. Je tam vSak jeden maly problém. Aby k bolo kladné
celé ¢islo?, muselo by platit 1/6 > 1. To znamend, Ze by muselo platit § < 1.
Tento problém moézeme vyriesit nasledujicim spésobom:

2Pripometime si, Ze |x| > 0 prdve vtedy, ked z > 1.



Ak 6 <1, polozime n =1, k= |1/§]. Ak § > 1, polozime n = 1, k = 1.
Pretoze pre takto zvolené cisla n, k plati
n n

M
n—i—ke & n+k

<0,

¢islo 0 nie je dolnym ohrani¢enim mnoziny M. Podla definicie infima teda
inf M = 0.

Uloha 3. Ukézeme, 7e ak 0 < a < 1, potom inf {a,a?,a®,...} = 0.

Nech a je redlne ¢islo leziace medzi nulou a jednickou, t.j.
0<a<l.
Vsimnime si, Ze mnozina
M, = {a” ‘n e Z+} = {a,a2,a3,...}

nemé najmensi prvok. Pretoze mnozina M, obsahuje iba kladné ¢isla, ¢islo
0 je dolnym ohrani¢enim mnoziny M,. Pritom ¢cislo 0 je zo vSetkych dolnych
ohraniceni mnoziny M, najvicsie. K tomu staci overit, Ze ziadne kladné realne
¢islo nemoze byt dolnym ohrani¢enim mnoziny M,.
Nech ¢ je kladné redlne ¢islo. Ukazeme, ze existuje kladné celé cislo n,
pre ktoré plati
a" < é.

Pritom tuto nerovnost mézeme prepisat do tvaru
log, 0 < n.

Staci si uvedomit, ze funkcia y = log, x je klesajica (vzhladom na to, Ze plati
0<a<l).
Pretoze podla (2) plati

log, § < |log, 0] + 1,
prirodzene sa nam pontka volba
n = |log,d] + 1.

Pretoze ¢islo n musi byt kladné, pri tejto volbe by muselo platit 6 < 1.
Musime si totiz uvedomit, ze pre § > 1 je log,d < 0 (vzhladom na to, ze
plati 0 < a < 1). Tento problém mézeme vyriesit nasledujicim spésobom:
Ak ¢ <1, polozime n = [log, d] + 1. Ak § > 1, polozime n = 1. Pretoze
pre takto zvolené ¢islo n plati a” € M, a a" < ¢, ¢islo  nie je dolnym
ohranic¢enim mnoziny M,. Podla definicie infima teda inf M, = 0.



