UPLNOST PRIESTORU /; (R)

V nasledujicom dokaze budeme pracovat s postupnostou postupnosti redlnych
¢isel. Tomu prispdsobime symboliku. Postupnost redlnych ¢isel bude pre nés funkcia
a: N — R. To napriklad znamen4, Ze namiesto a,, piSeme a(n).

Pripomernime si zdkladné definicie.

Postupnost a realnych ¢isel je Cauchyovské, ak pre kazdé e > 0 existuje prirodzené
Cislo ng také, Ze pre kazdé m,n > ng plati |a(n) —a(m)| < e.

Postupnost redlnych éisel a konverguje k redlnemu ¢&islu a, ak pre kazdé e > 0
existuje prirodzené ¢islo ng také, ze pre kazdé n > ng plati |a(n) — a|] < e.

Symbolom ¢;(R) oznacujeme vektorovy priestor postupnosti redlnych disel x,

o0
ktorych norma |x||; = > |x(k)| je kone¢na.
k=1

Postupnost x1,x3,X3,... v priestore ¢1(R) je Cauchyovska, ak pre kazdé ¢ > 0
existuje prirodzené ¢islo ng také, Ze pre kazdé m,n > ng plati ||x, — x|, <e.

Postupnost x;,X2,X3,... v priestore ¢1(R) konverguje k postupnosti z € ¢;(R),
ak pre kazdé € > 0 existuje prirodzené ¢islo ng také, ze pre kazdé n € N, n > nyg
plati ||x, —z||; <e.

Tvrdenie. Priestor {1(R) je uplng, t.j. Ze kazdd Cauchyovskd postupnost v tomto
priestore je konvergentnd.

Doékaz. Nech x1,X2,X3,... je Cauchyovskd postupnost v priestore ¢1(R). Pretoze
ide o postupnost postupnosti redlnych &isel, ¢leny tychto postupnosti moézeme
usporiadat do nasledujtcej tabulky:

x1(1), x1(2), x1(3), x1(4),
X2(1)7 x2(2)7 X2(3)7 X2(4)7
x3(1), x3(2), x3(3), x3(4),
x4(1), x4(2), x4(3), xa4(4),

Vsimnime si, ze kazdy stipec tejto tabulky mézeme interpretovat ako postupnost
realnych &isel. Konkrétne, j-ty stipec tejto tabulky uréuje postupnost, ktorti budeme
oznacovat symbolom z;. Teda z; je funkcia z; : N — R definovana pre kazdé n € N
predpisom z;(n) = x,(j).

Nech j je prirodzené cislo. Pretoze pre kazdé m,n € N plati
12(n) = 2;(m)| = %0 (5) = % () < D 1% (k) = X (k)] = [0 = Xom |1,
k=1

postupnost z; je Cauchyovska.



Pretoze kazda Cauchyovské postupnost redlnych ¢isel konverguje, existuje redlne
¢islo z; také, ze lim z;(n) = z;. Vzhladom na definiciu funkcie z; potom plati
n—oo - .
nl;ngoxn(j) = z;.
Pretoze j € N bolo Tubovolné, vytvorili sme vlastne celii postupnost redlnych ¢isel,
ktort oznac¢ime symbolom z. Teda z je funkcia z : N — R definovana pre kazdé
j € N predpisom z(j) = z;.

xi1(1), x1(2), x(3), xi(4),
x2(1), x2(2), x2(3), x2(4),
X3(1)7 X3(2), X3(3), X3(4)7
x4(1), xa(2), xa(3), xa(4),

o0
Ukézeme, Ze postupnost z lezi v priestore ¢1(R).t.j. ze plati > |z;| < oco.

j=1

Nech n je prirodzené ¢islo. Potom pre ¢iastocny sucet tohto radu méame
n n n
i| = li | = 1 ).
Z;IZJI z;lkingoxk(J)l kggozgm(])\
j= j= j=

Pretoze kazdd Cauchyovskd postupnost je ohranicend, existuje M > 0 také, Ze
pre kazdé k plati ||xx||; < M. Teda pre lubovolné k,n € N mame

n

Do)l < Z|Xk(j)| =[xkl < M.

Jj=1

Odtial v limite pre kK — oo dostavame

n

Dol <M

Jj=1

Pretoze n bolo lubovolné, mame ||z||; < M. Teda z € ¢1(R).

Na zédver nam zostava ukézat, Ze postupnost postupnosti X1, Xz, X3, . .. konverguje
k postupnosti z.

Nech € > 0. Vyberme ng také, Ze pre kazdé m,n > ng plati ||x, — xn|; < €.
Nech k je prirodzené ¢islo. Potom pre kazdé m,n > ng plati

k

Z %0 (7) = xm (J)] < Z %n(J) = Xm (J)| = [[%n — %Xm|l; <e.
j=1

Jj=1



Odtial v limite pre m — oo dostavame, Ze pre kazdé n > ng plati
k
Z 1xn(5) — Zj| <e
j=1

Pretoze k € N bolo Iubovolné, pre kazdé n > ng méame

[%n — 2l <e.

Na doplnenie este ukazeme, ze kazda Cauchyovskd postupnost je ohranic¢ena.

Nech x1,x3,x3, ... je Cauchyovska postupnost v priestore ¢1(R). Potom pre e = 1
existuje prirodzené ¢&islo ng také, ze pre kazdé m,n > ng plati ||x, — xp|; < 1.

Nech n > ng. Potom plati
||Xn||1 = Hxno + (xn — xno)”l < HxnoHl + [Jxn — xno”l < Hxno”l + 1L

Tym sme ukazali, Ze pre kazdé n > ng plati ||x,||; < [|Xn,ll; + 1.

PoloZzme
M = max{|[|x1 |, [[x2ll1,- - - [|%no I} + 1.

Potom zrejme pre kazdé n € N plati ||x,||; < M.

http://hans.math.upenn.edu/ kazdan/508F10/completeness-1_1-2010.pdf



