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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 3/2010 (39)
Od linearnej kombindcie k vlastnym hodnotam

Jozef Dobos
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Wa hana that qur wav can

ywe nope that our <

svre

Pri zrode tohto ¢idnku stéia jedna prihoda. Na prednéaske z funkciondinej anaiyzy
(vo Stvrtom ro¢niku) sme sa mali obozndmit' so spektrom linedrneho operétora.

ToXal: o XA V A

...,\4-.‘...—. I PRpS IR IEARTA DN P
£.alall SILIC Lylll, LT V Ic¢

jeanoaucnu uionu. Mali
pomocou viastnych Cisel vyrieSit ststavu dvoch iineémych dlferen01amycn rovnic
skon§tant nymi koeﬁc1emam1 (ucili sa
1 a
1

mci motivacie som zad:

nvedomil charakter Prezrel som niekolko desiatok
uveaomil, tenl 12foK ma rormalny charakter, Frezrel som niekolko desiatox
i Xakhmin v cnaha niict altacnatfvny mrfctizn b fad blematike. BohuZial. ni¢ také
LCUILL V dliadllC liajst dalililallyv P lbtup | Lo) UICILIALIAC DUlluLlal, 110 tankC

. ,

nds mo i Jednoduchy pojem, ak}’lm je linedma komb1nac1a celko m prirodzene
priviest k vlastnym hodnotdm matice sistavy.

UvaZzuime homogénnu siistavu dvoch diferencidln

GLVjAC HUILVELIAIG Susia

eficientami
o [ X=ax+by,

i y=cx+dy.
QI’IC"Q‘IQ {1 \ mé ‘IA]’Q nra fIf“("If‘ on]"(ér\;-’ nanr nlnlzfr;r\lns f\l\‘lr\A‘l un ‘I’7|]{n mnﬂn]u
wuora Yy a \ i } 114 ywia yl ul\ll\tl\] Wil QAP1INAVIL, LAYl vivindividv VU Yva \A Y4 LJ Ll‘l\\/’ 111U
v ekonémii atd. Ak b = ¢ = 0, potom tito sdstava pozostdva z dvoch navzdjom
nezavislych rovnic, pri¢om kaZda z nich m4 tvar



Teraz predpokladajme, Ze plati b # 0 alebo ¢ # 0. Budeme hl'adat'rieSenie z rovnice
(2), ktoré mozno vyjadrit' v tvare linedrmej kombindcie funkcii x a y, t. .

3)

7 cix 4
\~/ < i X+ C

Po dosadeni do (2) dostdvame

Potom podTla (1) mdme

PR T N U TR (SUU S A W) R T
CI\GX T 0Y) TC2\CX T aYy) = C1A\X T Coi\y,
¢o nds privddza k nasledujicej stistave rovnic:
@ { acy +ccy = Aeq,
| bcy +dcy = Aes.
Prevedieme vsetko na l'avu stranu:
€ (W, & e — )
PN I \u I\}l«lTLLz ——U,
&) <
L be1+(d—A)c2 =0,
¢o nadm otviéra prirodzeni cestu k zavedeniu pojmu viastnej hodnoty matice danej

sustavy diferencidlnych rovnic
Ststava (5) mé netrividlne rlesenie prave vtedy, ked

a—»A\ c
6 d =
©) el p g-a)=0
Korene tejto kvadratickej rovnice, ¢o si hladané vlastné hodnoty, mdZeme teraz
prirodzenvm spdsobom pouZzit' k na’.ide..il., v§eobecného rieSenia sustavy (1)
r J r r J J \*/
Tt matidAdir hirndam ihigtrava$ na nrikbladar~h
1 UtV 11Ivivuu vuuulill 11udtlivyval 1ia l.uu\lauuuu
Priklad 1. Rieste
@) %= 2x+y,
(8) y=3x+4y
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orene si A1 = 1, A, = 5.
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Najskor dosadime A = A; = 1 do siistavy (5), ktord sa tym redukuje na jedind
rovnicu ¢; + 3c2 = 0 majiicu nekonedne vela rieSeni. Mame teda istd volnost pri

vybere hodnét ¢y a cy. PoloZime napr. co = 1 a vypocitame ¢; = —3. Teraz tieto
hodnoty, t. j. A= 1, c; = —3 a ¢ = 1, dosadime do (2) a do (3), éim dostdvame:
9 =1z,
(10) z=-3x+y
VSeobecnym rieSenim rovnice (9) je z = D ¢'. Po dosaden{ do (10) méme
(11) -—3x-+-y=D1e’
Podobnym spdsobom pre A = Ay = 5 dostdvame
J r r 74
(12) x+y=Dqe¥
RieSenim sustavy rovnic (i1) a (12) ndjdeme vSeobecné rieSenie danej sistavy
diferencidlnych rovnic (7) a (8) v tvare:
—~ ! ~ bt —~ ! S O
x = —C€' +Coe™, y=Ci€' + 3Cze”
Priklad 2. Rieste
(13) x=x—4y,
(14) y=x-—3y

det | ) s 1 =0.
Y\ —4 —=3—A) "
\ /
Jej korene si Ay = Ay = —1.
Dosadime A = —1 do siistavy (5), ktord sa tym redukuje na jedini rovnicu
2c1 + c2 = 0. PoloZime napr. ¢; = 1 a vypoéitame ca = —2. Potom z (2) a (3)
AL 0., ™ _—f _ 1. :_1
aostavame x — 2y = i€ -, odkial
(15) x=2y+De”*
Po dosadeni z (15) do (14) dostdvame diferencidlnu rovnicu
. —t
(16) y+y=Die
Vseobecnym rieSenim rovnice (16) je
(17) y=(Dit+Dz)e™*



Prikiad 3. RieSte
(18) x = 2x— 5y,
(19) y = 5x — 6y.
Vlastné hodnoty vypocitame z rovnice (6), ktord m4 v tomto pripade tvar
2-A 5 )
det [ “ =
et\"5 —g-n)=0

Jeikorenesti A = —2 121 Ao = —92_93i
Jej korene s A 24 3i, As 2—3i.
Dosadime A = —2 + 3i do siistavy (5), ktord sa tym redukuje na jedinid rovnicu
5¢1 + (4 + 3i)cy = 0. PoloZime napr. c2 = 5 a vypogitame ¢; = —4 — 3i. Potom z (2)
a (3) dostavame
(M (—4— 3\xt 5y = D, e(—2+3i)
\LV) \" T O AT 9y =T
PretoZe Dy = dy + dsi, z (20) mdme

/ )} o\ - I Y (-—2—!—3!‘_1

(—4—3i)x+ 5y = (d1 + dai)e’ -

—4x — 3ix+ 5y = (dy + dai)e % (cos 3t + isin 3¢t),

Ay Ve LBy — a2 (g

(Odvodenie Eulerovho vzorca elementdrnym spdsobom moZno ndjst’ v [2].) odkial
dostdvame nasledujicu sdstavu rovnic:

—% s -

—4x+by=e "~ (dlcosdt—dzsmdt),
-3x=e 2’(a'1s1n3t+docos3t)

Potom vSeobecnym riesenim sistavy (18) a (i9) je
x = e %(C) cos 3t +Cysin3t),
1, .
y= g ~“1(4C1 —3C2) cos 3t + (3Cy + 4Cy) sin 3t].

Literatira
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