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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 1/2009 (38)
Integralne sicty
Jozef Dobos

Abstract: The aim of this paper is to improve teaching of the Riemann integral.

V zékladnom kurze matematickej analyzy sa Studenti oboznamujii s ur¢itym in-
tegralom podla schémy:

integrdlne sii¢ty — Riemannov integrdl — Newton-Leibnizov vzorec

Tato cesta v§ak nemusi byt jednosmernd. Vyklad mdéZeme obohatit’ ilohami na
vypocetistych typov limit, kde rozpoznanie integralnych sic¢tov vedie k elegantnému
rieSeniu. (Pozri napr. [2] str. 301, [11] str. 256, alebo [3] str. 256.) Takéto dlohy su
obltibené v roznych $tudentskych siitaZiach, pretoZe ich rieSenie Casto vyZaduje
istd ddvku invencie. Na ilustrdciu si ukdZeme rekonStrukciu vzniku takejto dlohy.
Za¢neme nasledujicim integrdlom!:

1

1
(1) 0/xlnxdx— ~71

Pripomerime si definiciu Riemannovych integrdlnych sictov funkcie f:

i S (&) (o — x-1),
k=1

kde
a=x9<x1<x3<:-<Xx,=b
je delenie intervalu {(a,b), pritom x;_; < &, < x; pre kazdé k =1,2...,n.
Ich $pecidlnym pripadom su lavé sicty, ktoré dostaneme volbou &; = x;_; pre
kazdé k = 1,2...,n, ako aj pravé siicty, ktoré dostaneme volbou &, = x; pre kazdé

D Pri vypoéte tohto integrilu pracujeme v skuto&nosti s funkciou f definovanou predpisom f(x) =
xInx pre x > 0 a f(x) = 0 pre x = 0, ktor4 je spojitd na intervale (0,1). Této funkcia mé primitivnu
funkciu F, ktor4 je definované predpisom F(x) = ’—‘; (Inx—1) prex>0a F(x) =0 pre x=0.



14

k=1,2...,n. Pritom budeme predpokladat, Ze deliace body si v intervale (a,b)
rozloZené rovnomerne, t.j. rozdiel x; — x;_1 sa rovnd konStante (b — a)/n pre kaZdé
k=1,2...,n. Pre integrovatelnd funkciu f potom jej integrdl sa rovnd limite favych
(aj pravych) integrdlnych siiétov pre n — oo. Poznamenajme, Ze lavé a pravé sicty
nie si vhodné na definovanie Riemannovho integrdlu (pozri [9] str. 282). Na druhe;j
strane, Riemannov integrdl moZno korektne vybudovat’s vyli¢enim lavych a pravych
stidtov, t.j. iba na zdklade integrdlnych siétov splitujicich poZiadavku x;_1 < & < xi
pre kazdé k = 1,2...,n (pozri [1] str. 9-20).
Pravé sicty pre integral (1) su

1 &k k 1 ¢ Inn &
D YA TY [ DL o NS o
& ”kg'ln n("> n? k;l T k;
1 & 1 1 " n+1
=;2-I;11n(kk)—§(l+;)lnn !pretoie kglk=n( 5 ) :

Aby sme zamaskovali logaritmy, prejdeme od s, ku postupnosti

1
n nZ
sn_ o —2(1431) k
a,=¢€"=n"2""u ”k .
<k=1

Dostali sme sa a% k formulécii jednej siitaZnej Glohy? z roku 2008.

Uloha 1.
Vypoditajte limitu

lim n~2(14%) (1t.22.3%.. -n")f" .

n—oo

Z predchddzajicich dvah vyplyva, %e tito limita sa rovnd &fslu e~1/4,
Takéto tlohy nemusia byt samoicelné, ako ukazuje nasledujici priklad.

Uloha 2.
Ukaézte, Ze plati
1 1 1 1
li =In2.
nl—I»I"lo(n+1+n+2+n+3+ +n+n) "

Riesenie. Najskor dany vyraz upravime do tvaru, v ktorom mbZeme l'ahko rozpoznat’
integralny sucet:

2) 11 Annual Harvard-MIT Mathematics Tournament
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PretoZe ide o pravy integralny sucet, plati

1
i Z =/ dx=1n2.
k=1 0

Tiito limitu mbZeme teraz pouZit pri hladani si¢tu nasledujiceho radu:

1n
2) Z )
Pre jeho Ciasto€né sicty mame:
P S S SR
#7273, 2n—1 2n

S S
" n+l1 n+2 n+3 on’

Pritom v prvom kroku sme zdporné ¢leny upravili podla schémy x = —x + 2x.
Odtial vyplyva, Ze ,l,lfi, Son = In2. PretoZe so,+1 = $2, + 5,,1+—1 mame tieZ 'lzl_rg Son4+1 =

In2. Tym sme ukdazali, Ze ¢islo In 2 je sictom radu (2).
Poslednu ¢ast tohto ¢ldnku venujeme nasledujice;j limite:

3

=e.

n—o L /p

PretoZe pre postupnosti s kladnymi ¢lenmi plati (pozri napr. [13] str. 16)

an+-1
lim %{/a, = lim nt

n—oo n—e Qqu

(za predpokladu, Ze limita vpravo existuje), limita (3) sa redukuje na vypocet

n 1\"
lim } o lim (1+—> =e.
n—oo n! n—oo n
Niektori autori v§ak odponicaju pouZit integral (pozri napr. [6] a [12]). Aby sme
rozpoznali integrdlny sticet, pouZijeme

(1) 1)
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PretoZe ide o pravy integralny siicet, mame

1
4) limln('\‘/%) =—-/lnxdx=1,
' 0

odkial uZ priamo vyplyva rovnost' (3). T4to argumentécia viak nie je dpInd. Musime
si uvedomit, %e integrdl na pravej strane v (4) je nevlastny®. Je to spdsobené tym,
Ze funkcia y = — Inx nie je ohrani¢end na polouzavretom intervale (0,1), teda nie je
Riemannovsky integrovatel'nd.

V préici [8] moZno nédjst’ jednoduchy priklad funkcie f definovanej na intervale
(0,1), ktorej nevlastny integral fol f(x)dx absolitne konverguje, ale limita pravych
si&tov sa rovnd . Polozme A = {1,1,1,...}. Funkciu f definujeme predpisom
f(x) =n? pre x € A, x =1, pritom pre x ¢ A kladieme f(x) =0 . Na kaZdom
intervale (#,1), kde 0 < ¢ < 1, je funkcia f rovnd nule okrem kone&ného poctu bodov,
preto f,l f(x)dx = 0. Odtial vyplyva, Ze jej nevlastny integrl fol f(x)dx absoliitne
konverguje k nule. PretoZe funkcia f je nezdpornd, pre pravé sii¢ty mdme nasledujici
odhad:

1& k 1./1
? ()2 () =

Odtial’ vyplyva, Ze limita pravych siétov je .

Vimnime si, Ze funkcia f je nespojitd v bodoch mnoZiny A. Uk4dZeme, Ze istou
modifik4ciou tejto funkcie moZno dosiahnut’, Ze vyslednd funkcia bude naviac spojitd
na intervale (0,1). K tomuto tcelu je potrebné kazdy bod x = % mnoZiny A obalit’
intervalom (a,,b,) = (1 —8,, L+ 8,) tak, aby tieto intervaly boli po dvoch disjunktné.
Funkciu f potom definujeme tak, aby zostala zachovan4 vlastnost’ f(x) = n? pre kazdé
x= % € A a aby platilo f(x) = 0 pre kaZdé redlne Cislo x, ktoré neleZi v Ziadnom
z intervalov (a,,b,). Spojitost’ zabezpe¢ime najjednoduchsie tak, Ze funkcia f bude
linedrna na intervaloch tvaru {a,,1), (%,b,). MdZeme to urobit’ prostrednictvom
pomocnej funkcie g, ktord mé nasledujice vlastnosti:

a) g(¢t) = 0 pre kaZdé reélne ¢islo ¢ s vlastnostou |¢t| > 1,
b) g(0) =1,
c) g je linedrna na kaZdom z intervalov (—1,0), (0,1).

3) Zmienka o tom v prdcach [6] a [12] chyba.
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Obr. 1: Graf pomocnej funkcie g.

Lahko sa overi, Ze plati

0 ak t < -1,
1+t ak —1<t<0,

8t)=91_, ak 0<r<1,
0 ak t > 1.

Funkciu g moZno elegantne vyjadrit’ pomocou absolitnej hodnoty (pozri [4])
predpisom g(t) = % (1 — |t| + |1 — |t| |), pre kaZdé reélne &islo ¢,
Pre kaZdé prirodzené &islo n definujme funkciu f, predpisom

jo=s1(3 (-3)

pre kazdé reédlne Cislo x. Z vysSie uvedenych vlastnosti funkcie g vyplyva, Ze pre
funkciu f, plati:

a) fu(x) = 0 pre kaZdé redlne ¢islo x s vlastnostou

b) f (%) —n,

c) fy je linedrna na kaZdom z intervalov (a, 1), (1,5,).

1
X"‘—‘ Zan’
n
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Obr. 2: Graf funkcie f,.

PoloZzme §,, = n% Tym zabezpe&ime, Ze intervaly {(a,,b,) si po dvoch disjunktné.
K tomu stali overit’ platnost’ nerovnosti

b <l —1-—+1 <a
n+1 o\n+1 n n

Vo

stred ilntell'valu

n+1 *n

pre kazdé€ prirodzené n > 1. Na to v8ak staci stredoSkolskd matematika.
Funkciu f definujeme predpisom

) fa(x), aka,<x<b,,kdeneN,n>1,
X) =
0, pre ostatné redlne Cisla x.
Z konstrukcie funkcie f vyplyva, Ze je spojitd na intervale (0,1). PretoZe kaZd4

funkcia f, nadobiida hodnotu nula mimo intervalu (a,,b,), pri¢om intervaly (a,,b,)
s po dvoch disjunktné, funkciu f méZeme vyjadrit v tvare

f= Z Jn-
n=2
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Potom integral funkcie f bude sa bude rovnat sictu radu Y ;_, nlz ktory konverguje.
PretoZe vlastnost'(5) zostala zachovan4, limita pravych stictov je co. Tym sme uk4zali,
Ze nevlastny Riemannov integral fol f(x)dx sa nerovn4 limite pravych siétov.

Tieto priklady ukazuju, Ze argumentéciu v (4) musime doplnit. NaStastie existuji
jednoduché postacujiice podmienky (napr. monoténnost) za ktorych sa nevlastny
integral rovn4 limite svojich pravych sictov. Napriklad [10] str. 589, [13] str. 53, do-
konca v ucebnici [5] str. 615 je tejto problematike venovand celd kapitola. TakZe naSu
argumentéciu pre rovnost’ (4) méZeme doplnit’ napr. takto: PretoZe ide o pravy integ-
rélny sicet a pretoZe funkcia y = —Inx je klesajica, plati (4). Na zdver uvedieme
niekolko tiloh* na precvitovanie:

| tim [(%)3+(%>3+...+ (n;lﬂ

2. lim 1 4+ L + +1
. 1 PR G,
n+1 n+2 3n

3. lim 1 + 1 + -4 1 + 1

" noe \ 2141 2n+3 4dn—3 4n-1
ORI S

5n2+1  b5n2+2 6n2

/ / 2 /
5. lim (ln Y 1+l+ln 14+ —+---+1ny 1+E>
n—oo n n n

4 Zaujimavé tlohy moZno ndjst aj v préici [7].
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= 1
10. lim ) ———
n—voo ,;1 Vn? + 3kn

n 3
11. lim ) 2 (315+1>
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