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Poznamka o spojitosti

Jozef Dobos

Abstract: In this paper an alternative approach to study of the notions of continuity and
uniform continuity of real functions is presented.

Nas3i Studenti, ktori sa uchddzaji o vysokoSkolské stidium v USA, musia okrem
TOEFL absolvovat’ aj SAT (Scholastic Assessment Test). Podrobnejsie informacie
o testoch z matematiky moZeme ziskat' napr. z publikacii [11] a [12], ktoré shiZia na
samostatnu pripravu Studentov.

Nasledujica dloha je zo vzorovych testov pre $§kolsky rok 2004/2005, ktoré boli
zverejnené v informa¢nom bulletine organizécie CollegeBoard.
Uloha 1

If f(x) = x* — 3x® — 9x2 + 4, for how many real numbers k does f(k) =2?
(A) None (B)One (C)Two (D) Three (E)Four.

Riesenie: Ulohou je zistit’ po&et redlnych korefiov rovnice!)

k*— 3k —9k% +4=2.

Podl'a Bolzanovej vety (pozri napr. [13]) kaZd4 redlna funkcia f redlnej premennej,
ktor4 je spojitd v uzavretom intervale (a, b), nadobiida vo vniitri tohto intervalu vietky
hodnoty medzi f(a) a f(b).

Vypoc¢itame niekol’ko hodnot funkcie f a zapi$eme ich do tabulky:

-2|1-11]0 1 2 3 41 5
8| 14| -7} —-40 | -77| =76 | 29

PretoZe f(—2) =8> 2> —1= f(—1), podla Bolzanovej vety funkcia f nadobida
hodnotu 2 v intervale (—2,—1), t. j. existuje ky € (—2,—1) také, Ze f(k;) = 2.

1)Algebraické rovnica $tvrtého stuptia m4 najviac $tyri korene v obore komplexnych &isel, redlnych
korefiov teda nemdZe mat’ viac.



PretoZe f(—1) = —1 < 2 < 4 = f(0), podla Bolzanovej vety funkcia f nadobiida
hodnotu 2

v intervale (—1,0), t. j. existuje k€ (—1,0) také, zZe f(ky) = 2.

PretoZze f(0) =4 > 2 > —7 = f(1), podla Bolzanovej vety funkcia f nadobiida
hodnotu 2 v intervale (0,1), t. j. existuje k3 € (0,1) také, Ze f(ks) = 2.

PretoZe f(4) = —76 < 2 < 29 = f(5), podl'a Bolzanovej vety funkcia f nadobida
hodnotu 2 v intervale (4,5), t. j. existuje ks € (4,5) také, Ze f(kq) = 2.
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Obr. 1

K tomu istému poznatku moZeme dospiet’ aj z grafu funkcie f. Ako vidime na
obr. 1, tento graf pretina priamku y = 2 v $tyroch bodoch.

Zdver: Rovnica f(k) = 2 ma4 3tyri redlne korene.

Ak rovnica nie je algebraickd, na ur€enie poctu korefiov nemdme Ziadnu jednoduchu
metédu.

Uloha 2. (Pozri [14].)
3

Zistite pocet redlnych korefiov rovnice 3* = x°.

Nie je problém zistit, Ze ¢islo x = 3 je korefiom danej rovnice.
Polozme f(x) = 3* — x3. Zrejme plati f(2) = 32— 2% =9—8 =1 > 0. Nasledujiice



ekvivalentné dpravy nds presvedCia o tom, Ze f (%) <0.
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PretoZe funkcia y = f(x) je spojitd, podl'a Bolzanovej vety medzi ¢islami 2 a % musi
leZat’ aspoii jeden koren rovnice f(x) =0.

Tym sme overili, Ze dand rovnica m4 aspoii dva redlne korene — jednym je Cislo
x = 3, druhy leZi v intervale (2, %) UkdZeme, Ze dalSie korene nemd.

Dan4 rovnica nembZe mat’ zdporné korene. Skuto¢ne, pre x < 0 je lavd strana
danej rovnice kladn4, ale prava strana je zdporna.

Cislo x = 0 zrejme tieZ nie je jej korefiom.

Pre x > 0 m6Zeme dani rovnicu upravit' do ekvivalentného tvaru:

x-In3=3-Inx.

PoloZzme g(x) = x-1n3 — 3 -lnx. Potom plati:

3
, sy — —
g (x)=1n3 .

3
" _ 2
8 (x) - x2 .
PretoZe pre kazdé x > 0 plati g”(x) > 0, funkcia y = g'(x) je rastica. PoloZme

3
=3
PretoZe g'(xg) = 0, pre kaZdé x > 0 plati:
1) akxe (0,xp), potom g'(x) <0,
2) akxe (xp,o), potom g'(x) > 0.

Funkcia y = g(x) je teda na intervale (0,xp) klesajiica a na intervale (xp, ) je rastica.



Tym sme ukdzali, Ze na kaZdom z tychto dvoch intervalov mdZe mat'rovnica g(x) =0
najviac jeden redlny koreii. Teda rovnica g(x) = 0 nemdZe mat’ viac ako dva redlne
korene na intervale (0, o).

Zdver: Dand rovnica md prdve dva redlne korene: jednym je ¢islo x = 3, druhy leZi
: 5
v intervale (2, 5).

Pozndmka: UkédZeme, Ze rovnica 3* = x® nemd raciondlny korefi v intervale (0,3). Sporom.
Predpokladajme, Ze x = ge (0,3) je jej raciondlny koreii, pri¢om je zapisany v zdkladnom

tvare (t. . v zlomku P\ nie je mozné kritit). Potom plati 0 < p < 3q. Po dosadeni do rovnice
q

dostivame:

)
q

3q

14 3q
3.9 =p

Lavd strana je delitelnd tromi, preto aj pravé strana musi byt delitelnd tromi. PretoZe ¢islo tri
je prvocislo, &islo p musi byt delitené tromi. Teda p = 3r, kde r je prirodzené &islo. PretoZe
0 < p < 3¢q, po dosadeni mdme 0 < 3r < 3g, teda r < g.

Potom

33r . qaq _ (3r)3q

3r 3q 3q 3([
3 - q =3
3¢-3r 3(/
q =3
q _ 33(r/—r) 39 )

PretoZe q — r > 0, prava strana je delitena tromi. Preto aj I'avé strana musi byt’ delitel'n4 tromi. PretoZe
Eislo tri je prvoéislo, &islo g musi byt delitelné tromi.
Podarilo sa nim ukdzat’, Ze obidve &isla p, g su delitelné tromi, ¢o je v spore s predpokladom, Ze

zlomok 2 je v zakladnom tvare.
q

Jeden z koretiov rovnice 3* = x3 je teda iraciondlny. Pomocou vypo&tovej techniky méZeme néjst
jeho priblizni hodnotu x = 2,478 052 680 288 302.

Pozndmka: Podobne aj pocet koreniov rovnice a* = log,x mdZe byt pre Studentov
prekvapujuci. Naprl’klad pre a= 116 m4 tdto rovnica tri redlne korene. Z toho dva sui
raciondlne x; = 4, Xg = 2 a treti je iraciondlny, priCom leZi medzi x; a x2. Podrobné
rieSenie tejto dlohy je uvedené v knihe [3].

Pri rieSenf predchddzajicich iloh sme podstatnym spdsobom vyuZivali spojitost.
Pozrime sa teda na spojitost’ podrobnejSie.



S pojmom spojitosti sa stretdvame uZ v staroveku. Je tesne spojeny s otdzkami
o stavbe hmoty, ktoré boli v tej dobe v centre zdujmu ucencov. Napr. Aristoteles
vysvetloval podstatu spojitosti nasledujicim spdsobom: ,,Spojitost’je to, ¢o v pro-
cese pohybu neprejavuje preruSenia, spojitost’je absolitne spojenie nasledujiiceho
s predchddzajucim. “

Pri zrode pojmu spojitej funkcie stdli intuitivne predstavy o nepretrZitej Ciare. Tito
vlastnost’ maju Ciary, ktoré méZeme opisat’ pohybom bodu. V starovekom Grécku to
boli predovsetkym najjednoduchsie Ciary: dsecky a kruZnice.

V Euklidovych ,,Zdkladoch* sa skiima loha o zostrojeni rovnostranného troju-
holnika nad tse¢kou AB (obr. 2).
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<

Obr. 2

Rieenie: Zostrojime kruZnicu so stredom v bode A a polomerom |AB|. Zostrojime
kruZnicu so stredom v bode B a polomerom |AB|. Bod C, v ktorom sa tieto kruZnice
pretinajd, spojime s bodmi A a B {ise¢kami CA a CB. Trojuholnik ABC bude hladany
trojuholnik [4, str. 38].

Tvrdenie, Ze kruZnice sa pretinajd, je zaloZené na ich spojitosti. Nebolo by to
mozZné, ak by kruZnice pozostdvali z diskrétnych bodov. Vizudlnu predstavu o ta-
kejto situécii si méZeme vytvorit podla obr. 3, kde vidime zvacSeny vyrez z obr. 2.
Skutoéne, tieto dve kruZnice, ktoré pozostdvajui z diskrétnych bodov, sa nepretinaju.
V Euklidovskych kon$trukcidch v8ak body vznikaji ako priese¢niky useciek a kruz-
nic. Z tohto dévodu musime predstavu kruZnice, ktord pozostdva z diskrétnych bodov,
zamietnut’.



Obr. 3

V ucebniciach sa nie vZdy dostatocne zdoraziiuje, Ze naSe obrazky si iba prostried-
kom, ktory ndim umoziuje nahliadnut’do geometrického sveta [9, str. 17]. V tomto by
sme si mohli vziat priklad z kvalitnych ucebnic, ktoré sa v minulosti u nds pouZivali.
UkdZku ndm poskytuje kniha [1], z ktorej si dovolim odcitovat:

Linia md len jeden rozmer (dlzku), ale nemd hribky. Preto nie je viditelhd.
Oznacujeme ju teda spdsobom viditelnym, totiZ telesom, u ktorého prevldda
najmdi jeden rozmer. Pri rysovani obrazom linie je uzucky pruh barvidla (kriedy,
tuhy, atramentu a pod.), naneseny na ndkresiiu. Obraz tento menujeme ciarou.

Linia (¢iara) vznikne, ked’sa bod pohybuje a nechdva po sebe stopu.

(Priklady: blesk, padajiice hviezdy, rakety pri ohitiostrojoch atd:)

Budovanie matematického aparatu pre skiimanie pohybu spadd do XVI.--XVIIL.
storocia. Pojem pohybu (a s nim zviazany pojem spojitosti) stdl pri zrode infinitezi-
mdlneho poétu. Jeho budovanie bolo sprevddzané skimanim velkého poctu $pecidl-
nych kriviek. V tomto obdobi do matematiky vstipili Cassiniho krivky, Descartov
list, lemniskdta, kardioida, strofoida, cykloidy a vela dalSich kriviek. Z goniometric-
kych kriviek bola ako prvd skimand sinusoida. Pomocou pohybu bola tieZ ziskana
logaritmickd krivka. Zdkladnym ndstrojom pre skimanie ¢iar sa stdva rovnica. Podl’a
Leibniza treba v matematike dovolit’ vietky Ciary, ktoré sa daji vyjadrit’ pomocou
rovnic.

Hlavnou tdlohou matematickej analyzy v XVIII. storoci bolo skimanie elemen-
tarnych funkcii na zdklade ich rovnic. AvSak na zaciatku XIX. storocia sa funkcie
skimali prostrednictvom ich rozkladu podla Taylorovej formuly. Niekde tu sa zrodila
mysSlienka skimat’ v§eobecnejsi pojem funkcie ako zdvislosti premennych veli¢in.



V roku 1817 prisiel Bernard Bolzano so svojou definiciou spojitej funkcie v praci:
»Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die ein
entgegengesetztes Resultat gewdhrten, wenigstens einer reele Wurzel der Gleichung
liege “. Praca podadva ddkaz vety, Ze funkcia f, ktora je spojitd v uzavretom intervale
(a,b), nadobida vo vnitri tohto intervalu vSetky hodnoty medzi f(a) a f(b). Bol-
zanov pojem spojitosti je totoZny s dne¥nym pojmom a je taky isty ako ten, ktory
pouziva Cauchy vo svojom diele Course d’Analyse (1821).

V XIX. storoci boli zostrojené spojité funkcie, ktoré nemaji derivaciu v Ziadnom
bode. Teda definicia spojitej funkcie neodraZa nazorné predstavy o spojitej Ciare,
opisanej pomocou pohybu. Napriek tomu v§ak umoziiuje dokazat’ zakladny princip:
Spojitd funkcia pri prechode od kladnej hodnoty k zdpornej nadobiida nulovi hod-
notu. Na zéklade tejto skuto&nosti sa podarilo dosiahnut hlboké a uZitocné vysledky.

TaZkosti pri vyudovani pojmu spojitosti pramenia z kvantifikdtorov, konkrétne
z naslednosti kvantifikdtorov rézneho typu. (Pozri [5], str. 112.) Skutocne, spojitost’
funkcie f znamen4:

Malym zmendm veli¢iny x odpovedajii malé zmeny veli¢iny f(x).
Pritom prvé slovo ,,malym* skryva v sebe vSeobecny kvantifikitor a druhé slovo
»malym“ skryva v sebe existenény kvantifikitor.
Pritom slova ,malym* a ,,malé” skryvaji v sebe existencny, resp. v§eobecny

kvantifikator. To sa neda odhalit’ zo slovnej formuldcie. Aby sme to mohli pochopit,
musime previest’ logickd analyzu.

V dalSej Casti sa zameriame na alternativny spdsob definovania spojitosti. Pod
spojitostou funkcie v bode xg sa rozumie skuto¢nost, Ze bodom x leZiacim blizko
bodu xq st priradené body f(x) leZiace blizko bodu f(xp).

Na vyjadrenie blizkosti potrebujeme vediet merat’ vzdialenost. Za¢neme vzdia-
lenostou bodov na redlnej osi. K jej meraniu pouZijeme absolitnu hodnotu. Totiz
vzdialenost' bodu x od bodu # vypocitame ako &islo |[x —t|. SkutoCne, ak x = ¢, potom
ich vzdialenost je vyjadrena Cislom x — z. Naproti tomu, ak x < ¢, potom ich vzdia-
lenost je vyjadrend ¢islom ¢ —x. A tieto dve situicie sa daji spojit do jednej prave
pomocou absoliitnej hodnoty.

Teraz si vysvetlime, ktoré mnoZiny s blizke danému bodu. Najskér oSetrime
trividlny pripad. Ak nejakd mnoZina 7' obsahuje dany bod #y, potom prehldsime, Ze je
tomuto bodu blizka. V dalSom budeme predpokladat, Ze mnoZina T neobsahuje bod
to. Zamyslime sa nad nasledujticou situdciou. Otvoreny interval sice neobsahuje svoje



krajné body, ale obsahuje body, ktoré leZia k nim lubovolne blizko. Iny vhodny ilus-
trany priklad poskytuje mnoZina T prevritenych hodndt vSetkych prirodzenych Cisel
(symbolicky ju mdZeme zapisat'v tvare T = {%;ne N }), ktor4 je blizka bodu t5 = 0.
Matematicky precizne vyjadrenie pojmu ,,blizko** ddva nasledujica formulécia:

Ak vezmeme lubovolne malé kladné redlne islo r, v mnoZine T je moZné ndjst’
taky bod t, ktorého vzdialenost’ od bodu to je mensia ako r.

Pomocou kvantifikdtorov to mdZeme vyjadrit’ nasledujicim sppsobom:
MnoZina T # 0 je blizka danému bodu ty, ak

Vr>03teT:|t—1|<r
V topologickej terminolégii to znamena, Ze bod t patri do uzdveru mnoZiny 7.

Funkcia f priradi kaZzdému ¢islu s z jej definiéného oboru ¢&islo f(s). Toto prirado-
vanie mdZeme roz§irit aj na mnoZiny Cisel. Predpokladajme, Ze mnoZina T je Castou
defini¢ného oboru funkcie f. Funkcia f priradi mnoZine 7 mnoZinu

fIr={f@t); teT}.

Teraz uZ madme vybudované vSetky néstroje potrebné k vysloveniu korektnej definicii
spojitosti.

Hovorime, Ze funkcia f je spojitd v bode xg, ak pre lubovolhii neprdzdnu mnoZinu
M, ktord je astou definicného oboru funkcie f, plati:

Ak mnoZina M je blizka bodu xy, potom mnoZina f[M] je blizka bodu f(xo).

Poznamenajme, Ze tato definicia spojitosti funkcie je ekvivalentnd s definiciami
beZne pouZivanymi v ucebniciach.

Zo spojitosti sa odvodzuju iné ddleZité vlastnosti funkcif, napriklad integrovatel-
nost. Aby sme dokézali, Ze spojitd funkcia je integrovatelnd, k tomu najskor potre-
bujeme dokézat, Ze spojitd funkcia je na uzavretom intervale rovnomerne spojita.
Z tohto d6vodu by bolo rozumne;jsie najskor definovat’ pojem rovnomernej spojitosti
(pozri [5], str. 111).

V préci [2] sa definuje rovnomernd spojitost’ nasledujicim spdsobom:

Funkcia f je rovnomerne spojitd na intervale I, ak pre kaZdu dvojicu neprdzdnych
mnoZin A, Bil plati: Ak mnoZiny A a B su si blizke, potom aj mnoZiny f[A] a f[B] si
si blizke.

Zostiva ndm eSte vysvetlit, kedy si si dve neprdzdne mnoZiny blizke. MnoZiny
U aV s si blizke, ak pre kazdé € > 0 existuji body ue U, ve V také, Ze lu—v| < €.



Na zéver si ukdZeme odliSny pristup, ktory navrhol M. Lynch v [8]:

Funkcia f je rovnomerne spojitd na intervale I, ak pre kaZdé € > 0 existuje
koneéne vela obdlZnikov postupne sa dotykajiicich svojimi vertikdlnymi stranami,
ktoré pokryvajii graf funkcie f, pri¢om kaZdy z tychto obdlznikov md vysku® mensiu
ako Cislo €.

Vizudlnu predstavu o takomto pokryvani poskytuje obr. 4.

Obr. 4
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