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Lokalne extrémy

Jozef Dobos

Abstract: In this paper an elementary approach to relative extrema of a function
y = x3 +ax? + bx+ c is presented.

Reforma maturity je na spadnutie. Sved¢i o tom aj publikécia [1], ktora vySla za-
¢iatkom roka 2004. Trochu prekvapujico pdsobi skuto¢nost, Ze diferencidlny pocet
je zastdpeny jedinou dlohou. Pritom autori piSu: jedine riesenie tejto ilohy skutocne
vyZaduje pouZitie apardtu diferencidlneho poctu. PoloZme si provokativnu otazku,
¢i je to skuto¢ne tak. NedokdZeme vyriesit tito tlohu bez pouZitia diferencidlneho
po¢tu? Ved skimana funkcia vobec nie je zloZit4:

Uloha. (Pozri [1], str. 79, pr. 25.)
N4jdite lok4lne maximum®) funkcie

y=x>—2%*—7x+1. (D
RieSenie. Aby sme ziskali predstavu o grafe tejto funkcie, najskdr pomocou rovnice

(1) vypocitame suradnice niektorych bodov leZiacich na tomto grafe. Vypocitané
hodnoty usporiadame do tabulky:

x | -3 -2 | -1 |o 1 2 3 4
y | -238 | -1 5 1 | =7 | =13 | =11 | 5

V pravouhlom siradnicovom systéme zndzornime tieto body grafu a spojime ich
lomenou ¢iarou (pozri obrdzok 1), ktord ndm v hrubych rysoch naznacuje priebeh
grafu danej funkcie.

'Funkcia y = f(x) m4 v bode x, ostré lokdlne maximum, ak existuje taky otvoreny interval /, ktory
obsahuje bod x, , priCom pre kazdé xe I, x # x, plati f(x) < f(x,).
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i

-23

-2 -1 0 1 2 3

Obrdzok 1

Ako vidime na obrdzku, hl'adané lokidlne maximum méZeme odakédvat v okoli bodu

1
mame:

P22 —Tx+1 = B3-32+3—-1-22+4—Tt+T7+1
= B -524+5=12.(t—5)+5.

Navratom v substiticii # = x4 1 potom dostdvame:
X3 =2 —Tx+1=12-(t—=5)+5=(x+1)%-(x—4) +5.
Hladdme teda lokdlne maximum funkcie
fx)=(x+1)2 (x—4)+5.
Pre x# —1, x <4 plati:
x#-1 = (x—-1)2>0

x<4 = x—-4<0
>0 <0

A >4
N

<0

Tym sme ukdzali, Ze pre kazdé xe (—o,4), x# —1 plati f(x) < f(-1).
Teda dana funkcia méd v bode x, = —1 ostré lokdlne maximum.

} = f(x)= (x+1)2-(x—4)+5 < 5= f(-1).

x, = —1. PouZijeme substiticiu x = ¢ 4 x,. Po dosadeni x = ¢ — 1 do danej funkcie

(2)
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Pokisme sa ndjst’ aj lokalne minimum? danej funkcie. Budeme sa ingpirovat’
tvarom pravej strany vo vzorci (2), ktory nis prividza k mysSlienke vyjadrit’ danid
funkciu nasledujicim spdsobom:

B =22 —Tx+1=(x+r)%(x+5)+p.
Pocitajme:
B=22—Tx+1 = (x4+r)x+s)+p=02+2rx+r)(x+s5)+p

= X +2r® +r2x+sx% + 2rsx+rs +p
= X4 (2r4 )22+ (rF +2rs)x+ s+ p.

Porovnanim zodpovedajicich si koeficientov pri jednotlivych mocnindch premen-
nej x dostdvame nasledujicu sistavu rovnic:

—2=2r+s
—T=r+2rs
1=r2s+p

Z prvej rovnice vyjadrime s = —2 — 2r. Dosadime do druhej rovnice:
—7=r*+2r(-2-2r)
—7=r?—4r—4r*
3r’ +4r—7=0
(r—1)@3r+7)=0

V pripade r —1 =0 dostaneme vyjadrenie danej funkcie v tvare (2).

Vpripade 3r+7=0 dostaneme: r=—z, s=-2-r=z, p=1—r2s=_%§_
Teda mame:
™N?/ 8\ 365
3 2
= —-2x“ -7 1= —_ - ) I
flx)=x X X+ (x 3> <x+3> 57

7
Pre x # 3 x> —-2— plati:

2
7 8 365 365 7
X) = sy Xt- |l —=>———== - ].
=(x-3) (++3) -2 > =13
2Funkcia y = f(x) m4 v bode x, ostré lokdlne minimum, ak existuje taky otvoreny interval J, ktory
obsahuje bod x,,, pri¢om pre kazdé xe J, x # x, plati f(x) > f(x,).
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7
Tym sme ukézali, Ze dand funkcia m4 ostré lokdlne minimum v bode x, = 3"

Teraz ukdZeme, Ze dani funkcia iné lokélne extrémy nema. PouZijeme linedrnu
substiticiu x =t +x, kde x je stred intervalu (x,,x,). Vypocitame

_ 1 1 7 2
x—i-(x1+x2)— 5 (—1+§) = g
. 2 : : . <
Po dosadeni x =t + 3 do danej funkcie (po dprave) dostdvame

3 2
2 2 2
B—2aF—Tx41= (t-l—%) —2<t+§) —7(t+-§)+1=t3———5t—-§.

o 2 2 .
Zo substiticie x =t 4 - vyjadrime t =x— - a vypocitame

f=x— =122 f=x,— o=t 2.0
L3 3 3 27373 3%
PoloZme o5 115
3
g(?) 3!~ 57 3)
Preskimame monoténnost’ tejto funkcie. Ak u < v, potom
25 115 25 115 25

_ _ B _ Lo Mo g 40 119N 3 3 _ 9.

g(v) —g(u) V-3V (u U 27) v —u 3(v u)

25 25
= (v—u)(v2+uv+v2)-—é—(v-—u)= (v—u)- <v2+uv+u2—-?).

>0

Teda o znamienku rozdielu g(v) — g(u) rozhoduje znamienko vyrazu

v 4 uv4u? - E
3
a) UkdZeme, Ze funkcia (3) je na intervale (¢,,0) rastica. Nech 1, Su <v,
.5 - . ] 2 2 2
tj 3 < u < v. QOdtial vyplyva, Ze plati v? > 35, uv = 35, u 2> 35 Teda

v2+uv+u2—§>§+§+g§_g§_0
379 9 9 3 7

Tym sme ukézali, Ze g(v)—g(u) = (v—u)- (v2 tuvtu® — ?E) >0,
A 3
>0 N -~ ,
t.j. Ze g(u) <g(v). >0
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b) Uk4Zeme, Ze funkcia (3) je na intervale (z,,t,) klesajica. Nech t, Su<v<t,
25 25
2 <

t. j. —g Su<vs —g— Odtial vyplyva, Ze u —9—,v2 < 5 Uké4Zeme, Ze platf
2
uv < -S—:? Skutocne:
u§—§ = u+§§0 5\ /5
53 5 3 = <u+§> (-?;—v)go
< = ——_—yp >
v:3 = 3 v=20
25 )
gu+3—uv—§v§0
25

— uv+§-(v—u)> v
g =Wz Lo

>0

Potom vZ 4+ uv+ 2-—253<é—}-ﬁ—l-2—5-——-2—§—0
TS99 T T T3 T

25
Tym sme ukazali, Ze g(v)—g(u) = (v—u): (v2 +uv+u® - -—) <0,
[ ‘\f'-/ 3
t.j. Ze g(u) > g(v). S0~ y .
<
c) Podobne ako v pripade a) moZno ukizat, Ze funkcia (3) je na intervale (—oo, ¢, )
rastica.

Z dokazaného vyplyva, Ze funkcia (3) mé jediné lokdlne maximum v bode ¢, a

2
jediné lokdlne minimum v bode ¢,. Tym sme dokazali, Ze funkcia f(x) =g | x— §)

mé jediné lokdlne maximum v bode x, a jediné lokdlne minimum v bode x,.

Na zaver ukdZeme, Ze pouZity postup ma §irSiu platnost’. Budeme hladat’ lokalne
extrémy funkcie

fx)=x3+ax®+bx+c.

Dani funkciu vyjadrime nasledujicim spdsobom:
Bra® +bx+c=(x+r)?(x+s)+p.
Po dprave méme:

B +ax® 4+ bx+c= x4+ 2r+5)x2 + (r2 4 2rs)x+ s+ p.
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Qdtial’ dostdvame sdstavu rovnic:

a=2r+s
b=r?+2rs
c=rzs+p

Z prvej rovnice vyjadrime s = a — 2r. Dosadime do druhej rovnice:
b=r*+2r(a—2r)
b=r?+2ar—4r?

3r2 —2ar+b=0.

Za predpokladu D = 4(a? — 3b) > 0 ma této rovnica dva redlne korene
a++va?—3b a—+a%-3b
= 3 r,= .
' 3 3
Zo vztahu s = a — 2r vypoclitame im odpovedajice hodnoty
a—2-va%-3b a+2-va*—3b
= S, = .
' 3 : 3
Zo vztahu ¢ = r’s+ p modZeme vypoéitat’ hodnoty P, ,» ich presné vyjadrenie vSak

nebudeme potrebovat.
Pre kaZdé redlne Cislo x také, Ze x +r; # 0, x + 51 < 0 plati:

r

A

f)=x*+ax* +bx+c=(x+r)% (x+s,)+p, <p, = f(-r,).
N N —

. >0 <0
<0
PretoZze r, > s, plati x, = —r, € (—oo,—s,). Tym sme ukdazali, Ze dana funkcia ma
v bode x, = —r, ostré lokdlne maximum.
Podobnym sp6sobom moZno ukézat, Ze dand funkcia ma v bode x, = —r, ostré

lokalne minimum.

Zostdva nam pripad D = 4(a® — 3b) < 0.

PouZijeme linedrnu substiticiu x =t 4 u, kde u je vhodnéd konStanta. Pritom
konStantu u vyberieme tak, aby koeficient pri druhej mocnine premenne;j ta bol rovny

nule, t. j. aby platilo 3u +a = 0. NaSa substiticia mé teda tvar x =t — 3 To ndm
umozni vyjadrit’ dand funkciu nasledujicim spésobom:

3

rastica

3 2 3
x3+ax2+bx+c=(x+g> +<b_%>.x+c_g?'
N °,

-~

neklesajica
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2

PretoZe podl'a nasho predpokladu je a® —3b < 0, plati b— %— 2 0. Odtial vyplyva,
a? a’ a\3
Ze funkcia y= | b— ) x+c— > je neklesajica. PretoZe funkcia y = (x + §>

je rastica, sucet tychto dvoch funkcif je rasticou funkciou. Tym sme dokézali, Ze
v pripade D = 4(a® —3b) £ 0 dan4 funkcia lokdlne extrémy nem4.
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