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Poznamka o limitach

Jozef Dobos

Abstract: In the first part of this paper we study limits of real sequences. In the second part we
study limits of functions of several variables.

Neddvno boli v tomto ¢asopise publikované ¢lanky [2] a [6], ktoré boli zamerané na limity.
Mimo ich zdberu vSak zostali limity postupnosti a limity funkcii viacerych premennych.
Pokusime sa tito medzeru vyplnit.

Limity postupnosti

L’Hospitalovo pravidlo tispe$ne pouZivame aj pri vypoctoch limit postupnosti. Pritom
vypoclet limity postupnosti prevddzame na vypocet limity vhodnej funkcie f(x) takej, Ze
f(n) = a, pre vietky prirodzené &isla n. Potom z existencie limity lim f(x) = A vyplyva

X—o0
existencia limity 1i_r>n ap=A. "
H—ro0
Mene;j Casto sa pouZiva pravidlo I’Hospitalovho typu pre postupnosti, v ktorom su deriva-

cie nahradené diferenciami. V literatire ho mdZeme ndjst' pod ndzvom Stolzova veta. (Pozri
napr. [4], [7], [8], alebo [10].)

Veta 1. (Stolzova veta)
Nech {an}; je postupnost’ redlnych &isel a {b, },_, je rastiica neohrani¢end postupnost’
redlnych Cisel.

. e e . . apy1 —a
Ak existuje limita lim el
n—reo bn+1 —b,

ma limitu a plati

(kone¢n alebo nekone&nd), potom postupnost’ {a, /b, }4

. ap . Qp41 —dAp
lim = = lim ——~",
n—oo by, n—roco bn+l — by

Désledok Stolzovej vety (pre a, = c1 +c2 + -+ + ¢, a by, = n) je zndmy ako Cauchyho
veta. (Pozri napr. [8].)

'Opaény postup, t.j. nahradenie vypo&tu limity funkcie vypo&tom limity prisluinej postupnosti, nie je korektny.

Napriklad ’lll_l;ll sin (®n) versus E_r)g sin (7x).
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Veta 2. (Cauchyho veta)
Nech {c,}m-; je postupnost redlnych &isel. Ak existuje limita li_r)n cn (konecnd alebo
n—ro0

nekone&nd), potom postupnost’ {(c3 + c2 + -+ +cn)/n},_, mé limitu a platf
. CL+cat-rtcy .
lim = lim c,.
n—oo n n—oo

Tieto tvrdenia mdZeme zaradit'do vyuky eSte pred limitami funkcii.

Priklad 1.
Inn

UkédZeme, Ze lim — = 0. Skuto&ne, podla Stolzovej vety méme
n—oo n

Inn In(n+1)—Inn

1
lim — = lim =limln{1+4+-)=0.
n—sw R nse  (n4+1)—n n—oo n

Tento vysledok pouZijeme pri vypoclte limity li_r>n V/n nasledujicim spdsobom:
n—oo

Inn
n

lim ¢/n=lime " =’ =1.
n—oo n—oo
Ulohy
Pomocou Cauchyho vety vypocitajte:
LI
2tz Tty 14+ vE+ V34
a) lim n’ b) lim +V2+ V34 +\/ﬁ.
n—o0 n n—oco n

Pomocou Stolzovej vety vypocitajte:

124920324 ... 42 124324521... _1)2
¢) lim +2° 43+ +n’ &) lim +3°4+5°+--4+(2n 1)-

n—oo n3 Nn—yoo nd

Limity funkcii viacerych premennych

BohuZial, v tomto pripade Ziadnu analdgiu I’Hospitalovho pravidla k dispozicii neméme.
NajcCastejSie pouZivame nasledujicu vetu. (Pozri napr. [3].)

Veta o troch limitich
Nech U je také okolie bodu [xg, o], Ze pre kaZdé [x,y]€ U, [x,y] # [0, Yo, plati

h(x,y) £ f(x,) £ g(x,y)-

Ak lim h(x,y) = lim g(x,y) = L, potom lim f(x,y) = L.

Y=o y—=Yo y=Yo
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Priklad 2.
Vypocitame limitu
lirrol xyln(x® + y*).
;30

PretoZe 2|xy| < x% + y?, plati
1 .
0 PyIn(e® +5%)] £ 5 (% +5°)In(x* + 7).

Pretoze
c (2 2 2 2Y — 1 —
E@Q +y)In(x"+y%) = lim tinr =0
y—
(o ¢om sa mdZeme presvedZit napr. pomocou 1I’Hospitalovho pravidla), podla vety o troch
limit4ch plati
lim xyIn(x* 4+ y*) = 0.
Y20

Tento vysledok mdZeme pouZit' napr. pri nasledujicom vypocte:

lim (2 + %) o0 = 0 = 1,
X

y—0 y—=0

= lime
x—0

Na vypocet limit funkcii dvoch premennych sa okrem vety o troch limitich pouZiva
transformécia do polarnych sdradnic. Tento postup, ktory je pristupnym spdsobom vysvetleny
napr. v [3], m6Zeme ndjst’ uZ v klasickej uc¢ebnici [11].

Pri rozhodovani o tom, ¢i existuje limita

lim f(x,y), (1
x—0

y—0

naj¢astejsie vySetrujeme chovanie funkcie f(x,y) v okoli bodu [0,0] na priamkach y = kx. Ak
totiZ zistime, Ze limita lim f(x,kx) zdvisi od konStanty k, limita (1) neexistuje.
_)
Na druhej strane, ak Timita lir% f(x,kx) nezévisi od konStanty k, limita (1) eSte nemusi
X—>

existovat. UkdZeme si to na priklade.
Priklad 3.

Budeme uvazovat funkciu f(x,y) = x_2 Najskor ukdzeme, Ze po vSetkych priamkach
y = kx (vzhladom na defini¢ny obor fun)l)<cie f(x,¥) musi byt k # 0) limita ll_I)I(l) f(x,kx)

nezdvisi od konStanty k. SkutoCne,

x
}1mf(x,kx) = lim . -)lﬁx(l); =0
Ak ale poloZime y = x2, potom
: 2 x?
iy ) =iy s =1
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Pretoze
lim f(x,kx) =0 # 1 = lim f(x,x?),
x—0 x—0

hladan4 limita neexistuje.
2
Vsimnime si, Ze funkcia f(x,y) = Y nie je definovana na Ziadnom rydzom okoli bodu
y
[0,0]. ®) Skutoéne, D(f) = {[x,y]e R? : y # 0}, t.j. celd x-ov4 os leZi mimo jej definiéného
2
oboru. Dalsia namietka proti funkcii f(x,y) = T sa moze tykat jej neohraniCenosti (napr.
y
f(1,1/n) = n). Nasledujuci priklad ukazuje, Ze tieto ndmietky sii neopodstatnené. Funkciu
h(x,y) zostrojime ako zloZend funkciu z funkcie f(x,y), ktord bola pouZitd v predchddzajicom
. X ..
priklade, a z funkcie g(x) = T Potom plati:

2

X

il 2y

h(x,y) = g(f(x,y)) = yx2 R S
Priklad 4. L+ (;)
Budeme uvaZovat funkciu
2y

h(x,y) = ——. 2
(wy) =7 e ()

Defini¢nym oborom funkcie 4(x, y) je mnoZina D(h) = R? — {[0,0]}, teda funkcia A(x,y) je
definovand na kazdom rydzom okoli bodu [0,0]. PretoZe funkcia g(x) je ohrani¢end (nie je
tazké overit, Ze pre vietky redlne &isla x plati — 1 < g(x) £ 1), aj funkcia i (x, ) je ohranicend.

<< CSSTSEISG S5z
N Ssogessearrszcrizs
\ .' "' "' l"' iay)
02000 2005 %5,
O
SN A
s T
S S RN L T 1

e e e e e e Scona /

0.5 0 Y 1

2Rydze okolie bodu [xg,yo] je mnoZina V = U — {[x0,y0]}, kde U je okolie bodu [xo,yo]. PouZiva sa aj ndzov
prstencové okolie.
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Prejdeme k vypoctu limity

}‘1_1)1(1) h(x,kx). 3)

Ak k = 0, potom pre x # 0 plati h(x,0) = 0. Predpokladajme, Ze k # 0. Potom

. . x2 - kx
L e @
PretozZe li _k 1 dl'a (4) mdme lim h(x,kx) = 0. Tym sme ukdzali, Ze limita (3) sa
ZCX%X2+k2 —k,pO a mamexl_r}é X,KX) = U, 1'ym sme ukazali, Ze Itmi

rovnd nule pre kazdé redlne ¢islo k.
Teraz ukdZeme, Ze limita lirrol h(x,y) neexistuje. Ak poloZime y = x2, potom
=

y—0

limh(x,?) = li ﬁ—l;éo—l'mh( kx)
x—0 A —x%x2+x2—2 —xl—»O %KX

Pozndmka 1. Ako sme videli, skuto¢nost, Ze limita lirré f(x,kx) nezdvisi od &isla k, eSte
X

nezarucuje existenciu limity (1). Preto “rieSenia” tiloh na vypocet limity, ktoré st zaloZené na
nezdvislosti od parametra k, nemoZeme akceptovat. A to ani v pripade, Ze limita (1) skuto¢ne
existuje.

Pozndmka 2. Funkcia h(x,y) (kde definujeme h(0,0) = 0) sa tieZ pouZiva ako klasicky priklad
funkcie, ktorej prvé parcidlne derivdcie existuji vSade, ale ktord nie je spojitd. (Pozri [1] a
[S]. Historické suvislosti st pekne spracované v [1] a [9].)
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