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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 4/2000 (29)

Od paraboly k inverznej funkcii

Jozef Dobos

Abstract: The aim of the paper is to present the usefulness of graphical analysis
applied on solving of equations.

Zaéneme nasledujicou ulohou zo zbierky [5], str. 53.
Priklad 1. RieSte v R rovnicu

x? — 4x+32 =16\ . (1)
RieSenie.!) Lahko sa overi, Ze pre kazdé realne &islo x plati
22 —4x+32 > 4x+16 > 16\x. 2)

Skutoéne, kazda z tychto nerovnosti moZno upravit do tvaru (x — 4)? > 0.
Teda v obidvoch nerovnostiach nastava rovnost iba v pripade x = 4. Jedinym
koreriom rovnice (1) je x = 4. |

Uvedenému rieseniu lepsie porozumieme, ked si urobime graficka ana-

lyzu dlohy. y=4zx+ 16

//’ y= 16\/5

) S —— >
0 2 4

1y knihe [3] na str. 25 je rovnica (1) rieSena inym spésobom.
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Paraboly, ktoré st nakreslené na obrazku, st grafmi funkcii

y=x?-4x+32,
y=16Vx.

Ako vidime, maja spoloéni doty¢nicu v bode A =[4, 32], ktorej rovnica je
y=4x+16.

Na zaklade uvedenej grafickej analyzy moézeme formulovat hypotézu,
ktora je vyjadrena nerovnostami (2). Samozrejme, teraz by mal nasledovat
analyticky dokaz, ktory je naznaceny vo vysSie prezentovanom rieSeni.

Pri takychto rovniciach zvycajne postupujeme klasickym spdsobom, t.j.
prevedieme dani rovnicu na algebraicka rovnicu $tvrtého stupna. Niekedy
pritom vystaéime s elementarnymi prostriedkami?, ale nie vzdy, ako uka-
zuje nasledujaci priklad (pozri [1], str. 50).

Priklad 2.
Rieste v R rovnicu

(x-1P2=vx. (3)

Riesenie. Grafickou analyzou zistime, Ze rovnica (3) ma dva realne korene.
Jeden sa nachadza medzi ¢islami 0.2 a 0.3, druhy medzi ¢islami 2.2 a 2.3.

y=(x—1)%

y=vx

b v T T v T T

0 0.5 1 15 2 25 3

2Pozri str. 44-47 v knihe [1], prip. élanok [2].



Ich presné vyjadrenie mézZeme najst rieSenim rovnice

(x-1)4=x9
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ktoréa je dosledkom rovnice (3). Pouzitim metédy vysvetlenej v knihe [7] na

str. 118 dostavame

+_ g_ _52 28 283 1
*12=1 ‘/—iJV > kde Ao = \/V108 2 \/Vlo

Prakticka hodnota takychto vyjadreni je vSak zanedbatelna.

Teraz sa zastavime pri jednej Glohe zo zbierky [4], str. 86.

Priklad 3.
RieSte v R rovnicu

x=a+y/a+tyx, kdea>1.

f@)=a+Vx.

Potom rovnicu (4) méZeme vyjadrit v tvare

x = f(f(x)) .
Vsimnime si, Ze kazdé rieSenie rovnice

x = f(x)

je aj rieSenim rovnice (6). Najskor teda vyrie§ime rovnicu

x=a+Vx,
ktorej jedinym realnym korenom je

2a+1++4a+1
> .

RieSenie. Polozme

X =

(4)

()

(6)

(7

(8

(9)

UkaZeme, Ze xo je aj jedinym koreriom rovnice (4). Skutoéne, ked si uvedo-

mime, ze pre kazdé x > 0 plati

z-a-vE= (Va-\farva) (vErar i),

rovnicu (4) mozeme upravit na tvar

“

>0

Tym sme ukazali, Ze rovnice (4) a (8) st ekvivalentné.
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PozndmkRa. Zaujimava je aj diskusia vzhladom na parameter a.

1 . L e .
a<-— 1 rovnica (4) nema rieSenie
1 3 pd 3 . rd 3 e . 1
a= ~1 rovnica (4) ma jediné rieSenie xg = 1
2
1 . . oy 1 1
~2 <a<0 rovnica (4) méa dve rieSenia x; 2 = 5 +/a+ 1
1 1 ?
0<a rovnica (4) ma jediné rieSenie x; = (5 +1/a+ 1 )

Viimnime si, Ze za predpokladu existencie inverznej funkcie f~! k funkecii f
mozeme rovnicu (6) prepisat do symetrického tvaru

i) =f(x), (10)

ktory je vhodnejsi na grafick( analyzu Gilohy.
Takato situacia nastava aj v priklade ¢. 3, kde funkcia f uréena vztahom (5)
ma inverznu funkciu definovana predpisom

y=x-aP, x>a.

Mozeme to vyuZzit pri grafickej analyze ilohy. Pre a = 2 mame nasledujaci
obréazok.

\ y=(x — 2)?

T T
[ 2 4

Ako vidime, pre a = 2 ma rovnica (4) jediny koren xo = 4.
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V priklade ¢. 3 boli rovnice (6) a (7) ekvivalentné. Nasledujaca uloha®
ukazuje, Ze vzdy to tak nemusi byt.

Priklad 4. _
Rovnica x=a® (11)

P 1 . , 1 1 . . .
ma pre a = T6 tri korene, z ktorych dva (xl = 5 a x;= Z) nie s korenmi
rovnice

x=a’. (12)

VSimnime si, Ze rovnice (11) a (12) maja tvar (6) a (7). Naozaj, staci polozit
J(x) = a*. Prechodom k inverznej funkcii mdézeme rovnicu (11) prepisat do
symetrického tvaru

log,x=a*. (13)

Pri hladani korenia rovnice (12), t.j. tretieho koreria rovnice (11), musime
pouzit pribliZzné metdédy. Napriek jej zdanlivej jednoduchosti nedokaZeme
tato rovnicu rie§it analyticky. UkaZeme si ulohu, ktora tento nedostatok
nema.

Priklad 5.
RiesSte v R rovnicu f~1(x) = f(x) pre funkciu

_11jx—1| - 19x+43

“ S(x) T
\ Funkcia f~! je uréené predpisom
11-|x— 2| - 19x+58
\ y= 20
Korene rovnice f~1(x) = f(x) s,
8 13
325 o ...
2 4
16 4
1 o
05 4
0 0.5 1 16 2 325

3Jej podrobni analyzu mozno néjst v éldnku [6].
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Nasledujace dve Glohy rieste samostatne. Ukazuju, Ze rovnica f~}(x) = f(x)
moZze mat aj viac korenov (pritom v obidvoch pripadoch rovnica x = f(x) ma
jediny korernl).

Uloha 1. Rieste v R rovnicu f~1(x) = f(x) pre funkciu

_22|x—1|+5|x — 4| - 33x+66
24 )

J(x)

Uloha 2. Rieste v R rovnicu fY(x) = f(x) pre funkciu

0lx+1|+22|lx—1|+5]|xc — 4] — 63x+ 36
- v A2l Sl =4 |
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