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MATEMATICKE OBZORY 24/1985

O FUNKCII

JOZEF DOBOS, Kosice

K zakladnym kamenom vysSej matematiky patri pojem funkcie. Ciefom
tohto ¢lanku je pomdct pri osvojovani tohto pojmu.

Funkcia je dand dvoma mnozinami X a Y a pravidlom, ktoré priraduje
kazdému prvku mnozZiny X prave jeden prvok mnoziny Y. Teda pod
funkciou rozumieme matematicky objekt, ktory je uréeny dvoma mnozi-
nami a spOsobom priradenia prvkov jednej mnoZiny prvkom druhej
mnoziny. Funkcie sa najCastejSie oznaCuju pismenami f, g, h, ... . Ked
chceme vyjadrit, ze funkcia f priraduje prvkom mnoziny X prvky mnoziny
Y, piSeme f: X— Y. Mnozinu X nazyvame definiénym oborom funkcie f.
Symbolom f(x) oznacujeme ten prvok mnoziny Y, ktory je funkciou f
priradeny prvku x z mnoziny X. Voldme ho hodnotou funkcie f v prvku x.
Vidime, Ze symboly f a f(x) maju rozdielny vyznam. Prvy znamena
funkciu samu a druhy znamena konkrétny prvok mnozZiny Y. V praxi sa
tato dohoda Casto nedodrziava. Napriklad ak sa dohovorime, Ze y bude
oznacovat hodnotu funkcie f v Tubovolnom prvku x, hovorime potom
o funkcii y = f(x). Tiez hovorime napriklad o funkcii x>— 5x + 6, pretoze
nechceme na jej oznalenie zaviest Specialny symbol.

Teraz prejdeme ku konkrétnemu prikladu zo zbierky aloh.

Priklad 1. (Pozn [3], str. 31, pr. 81.b.) Najdite defini¢ny obor funkcie
y=f(x), ak

(1) y=\/m—\/x+2+\/15—x

Treba to chapat tak, Ze uvaZovana funkcia je tvaru f: X— R (kde R
oznaCuje mnozinu vSetkych redlnych Cisel), priom x je mnozina vSet-
kych tych redlnych Cisel x, pre ktoré prava strana rovnosti (1) predsta-
vuje realne Cislo (po dosadeni). PretoZze pod druhou odmocninou mu-
si byt nezdporné &islo, v naSom pripade mnozinou X je interval (-2, 4).
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Sposob priradenia je urCeny nasledovne. Prvku x z mnoziny X je prira-
deny ten prvok y z mnoZiny R, ktory je uréeny rovnostou (1) (po dosa-
deni). Teda napriklad prvku x= —1 je funkciou f priradeny prvok

y=V4—(-1)-V(-1)+2+V15-(=1)=3+V5. Takto uréené pri-
radenie mdzeme vyjadrif v tvare

2)

f(x)=V4—-x=Vx+2+V15—x

ktory je vhodnejsi pre vypocet hodndt funkcie f v konkrétnych prvkoch.
Ako teraz ur¢ime hodnotu funkcie f v prvku 0? Vo vztahu (2) vSade
namiesto x napiSeme O a prava stranu podla potreby upravime:

f(0)=V4-0-V0+2+V15-0=2-V2+V15
Situacia sa zamotdva, ak sa symbol x vyskytuje aj vo vyjadreni prvku.

Napriklad v dlohe : Vypoéitajte f(2x + 3). Student dokazZe dobre vypoéitat

hodnoty f(1), f(V2), f(2), f(3,78), a pod., ale f(2x + 3) uZ nie. MOzeme si
pomOct otdzkou: Comu sa rovné

NC ).

Student zaviha, je zaskoeny. Pomdzeme mu

@ G EN @D EININED

Student si to porovna so vztahom (2) a sdhlasi. Teraz sa dohodneme, Ze
nas oval nazveme 2x + 3. VpiSeme to do schémy (3).

FE)=Va- @) - @ v+ 15- &)

Zmazeme vrchné a spodné Casti ovalov tak, aby z nich zostali iba okrihle
zatvorky.

f((2x+3))=V4-(2x+3)-V(2x+3)+2+ V15— 2x +3)
Zvysok je uz iba rutinné upravovanie ziskaného vyrazu.
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(4) f(2x+3)=VI=2x-Vix+5+VI2 - 2x

Pre uplnost poznamenajme, Ze definicnym oborom funkcie (4) je interval
(—5/2,1/2). Zamyslime sa nad vztahom (4). Ak vyraz 2x + 3 interpretu-
jeme ako funkciu g: R— R urcenid rovnosfou

(5) g(x)=2x+3

potom fava strana v (4) predstavuje vyraz f(g(x)). Takto sa dostavame
k pojmu zloZenej funkcie.

Ak g: X—> Y a f: Y— Z st funkcie, potom funkcia h: X — Z definova-
nd vztahom

(6) h(x)=f(g(x)) prexeX

sa nazyva funkciou zloZenou z funkcii g a f. Oznafujeme ju fog. Podla
definicie teda plati

(7) (fog)(x)=f(g(x)) prexeX

Pokisme sa teraz rieSit opacna dlohu, t. j. ndjst funkciu f, ak pozndme
funkcie g a fog.
Priklad 2. (Pozri [2], str. 31, pr. 213.) Najdite f(x), ak

(8) f(1/x)=x+V1+x?

Vsimnime si, Ze do (8) nemdzeme dosadit x =0, hoci prava strana je
definovana pre kazdé redlne Cislo x. V tejto dlohe staéi oznadit prvok g(x)
nejakym symbolom. Napriklad v naSom pripade

9) 1/x=a
Zo vztahu (9) vypocitame x = 1/a a dosadime do (8):

f(a)=1/a+V1+(1/a)?

Po uprave dostavame

(10) f(a)=(1+V1+a?)a
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Teraz staci chapat vzfah (10) ako predpis urcujici funkciu f (spravnost
tohto nahladu mozno overit skiskou spravnosti). Pretoze sme si zvykli
oznacovat premenni symbolom x, mdzZeme vztah (10) prepisat do tvaru

(11) f(x)=(1+V1+x?)/x
Pritom definicnym oborom funkcie f je mnozina (—oc, 0)u(0, + x).
Na vztah (8) mOZeme pozerat ako na rovnicu, v ktorej nezndmou je
funkcia f. Takéto rovnice sa nazyvaju funkciondlne. PodrobnejSie sa
o nich mdzete dozvediet zo [7]. Nehovorili sme o histdrii pojmu funkcie,
Citatelovi odporucame knihu [5], str. 12.
Na zaver uvedieme niekolko uloh na precviCovanie. Prvych pit je zo
zbierky [2], str. 31, posledni z Casopisu Kvant, ¢. 12, 1980, str. 14.

Ulohy

1. Najdite f(f(x)), f(f(f(x))), ak f(x)=1/(1—x)
2. Nech f,(x)=f(f(... f(x))). Néjdite f,(x), ak
n-krat

f(x)=x/V1+x?
Najdite f(x), ak f(x+1)=x?>—3x+2
Nijdite f(x), ak f(x+1/x)=x*+1/x?

Ndjdite f(x), ak f(x/(x+1))=x?
. Najdite f(x), ak

FG5)+ 21 (559) =

SN W

Vysledky dloh

1. 1-1/x; x. 2. x/V1+nx®. 3. x>=5x+6. 4. x> =2
5. (x/(1-x))% 6. (4x +5)/(3 - 3x)
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