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matematika

Spojitost

JOZEF DOBOS, posluché¢ PFUK Bratislava

Pri skiimani funkcionalnych zavislosti prichddzame k vydeleniu istych
funkecii majicich cely rad Specidlnych vlastnosti, ktoré z nich tvoria
mohutny néstroj skimania. St to tzv. spojité funkecie.

Najskor si objasnime niektoré pojmy a oznaéenia, ktoré budeme po-
trebovat k dalSiemu vykladu.

Vzdialenostou bodu s € R od neprazdnej mnoziny T <R nazyvame
také redlne &islo a (oznaéujeme ho d(s, T)), pre ktoré plati

(1) vieT; a < 1|s —1],
(2) VvveR VIET; v= |s—t]=>v = a.
Teda d(s, T') je také redlne &islo, ktoré je mensie alebo rovné ako vzdia-

lenost bodu s od Iubovolného bodu ¢ mnoZiny T, pricom je najvidésie zo
vietkych &isel, majacich tato vlastnost.

Poznamka. Ak s € T, potom z definicie vidime, ze
d(s,T)y =0.

Priklad 1. Nech T = {1, 0). Potom pre s ¢ T plati d(s, T) = |s — 1].
Teda sme nasli bod t €T (t = 1) taky, ze d(s, T) = |s — t|.

Priklad 2. Nech T = (— o0, 2). Potom pre s¢ T platf d(s, T) = [s — 2].
Teraz uz nendjdeme taky bod ¢ €T, aby platilo d(s, T) = |s — ¢|.
Pozndmka. VSimnime si, Zze ak mnoZina T je jednoprvkova, t. j.
T = {t}, tak d(s, T) =d(s, {t}) = Is —t|, éo je vzdialenost bodu s od bodu ¢.
Teraz ukazeme niektoré vlastnosti velidiny d(s, T).
Veta 1. Nech se R, § 4 T<R. Potom plati
(3) d(s,T) =0,
(4) ds,T) =0 = (véd >[03teT; |s—¢t <9).

Doékaz. Skutoéne, vteT; 0 < |s—t|, teda podla (2) plati 0 < d(s, T).
Vlastnost (4) ukiZeme sporom: nech 36 >0 y¢€T; |s —t| = §. Potom
podla (2) je 0 < d < d(s, T) = 0, ¢o je spor. Teda (4) plati.

Obrazom mnoziny H<R pri zobrazenf h : R - R nazyvame mnoZinu
b[H] = {h(z); xeH}.
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Priklad 3. Nech H = {—2, 3}, h(z) = 22 Potom h[H] = {4, 9}.

Pozndmka. Vsimnime si, Ze ak mnozina H je jednoprvkova, t. j.
H = {u}, tak h[H] = h [{u}] = {h(u)}, o je jednoprvkovi mnoZina.

Prezrime si pozorne grafy funkecif zndzornenych na obrizkoch 1 a 2.
Intuitivne je nam jasné, Ze funkecia f je spojitd a g nie je. V dalSom sa
pokisime o matematizaciu tychto predstiv. UkdZeme vhodnt vlastnost
vydelujicu funkecie, ktoré st podla nas nespojité. Potom spojité funkcie
budt tie, ktoré tuto vlastnost nemaji. V&imnime si, %e existuje takd
mnozina A #~ 6 (A = (a, b)), Ze d(z,, A) =0, ale vzdialenost bodu g(z,)
od mnoZiny g[A] = (¢, d) uZ nie je rovna nule. Pritom funkcia f tato
vlastnost nemé. Ukazuje sa, Ze toto je charakteristickou vlastnostou
funkeif nespojitych v bode x,.

Charakterizdciu funkcie g nespojitej v bode z, dostdvame v tvare
(5) 3AcR, A#6, dx, A) =0; d(g(a,), g[A]) # 0.

Potom charakterizaciu funkcie f spojitej v bode z, dostdvame negaciou
vyroku (5):
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(6) VAcR, A#8, d(z,, A) = 0; d(f(x), f[A]) =0,

t. j. funkecia f je spojita v bode x, prave vtedy, ked pre kaZdi neprizdnu
mnozinu A majucu vzdialenost od bodu z, rovnt nule ma jej obraz f[A]
vzdialenost od bodu f(x,) rovna nule.

Na zaver ukaZeme ekvivalentnost charakterizacie (6) s tzv. ¢ — 0 defi-
niciou (zndmou z uéebnice):

(7) ve>030 >0vzeR, [vt — x| < 6; [f(z) — f(zy)| < e.

Dbékaz. Predpokladajme najskor, ze £ ma vlastnost (7). UkdZeme, e
potom ma aj vlastnost (6). Nech AcR, A+ 6, d(x,, A) =0. Potom
d(f(x,), f[A]) = 0. Skutoéne, ak by totiz d(f(xz,) (f{A]) #~ 0, podla (3)
mozeme poloZit & = d(f (x,), f{A]) > 0. Podla (7) plati
(8) 30 > 0vzeR, |z —zy < 6; [f(x) — f(z,)] < &.

Pretoze d(xy, A) = 0, podla (4) platiat€ A; |z, —t] < d.

Teda podla (8) plati |f(t) — f(z,)] < ¢ a podla (1) plati d(f(z,), f[A]) =
= @) — f(zg)] < & = d(f(,), f[A]), ¢o je spor. Teda musi platit
d(f(zy), ffA]) = 0. Tym sme ukézali, Ze f m4 vlastnost (6).

Teraz predpokladajme, Ze f nem4 vlastnost (7), t. j. Ze

(9) 3e >0y >03zeR, [x—x < §; |f(x) — f(zy)| = &.

Ukazeme, Ze potom f mé vlastnost (5) (ktora je negéciou vlastnosti (6)).
Nech n je prirodzené &islo. Potom pre 6 = 1/n podla (9) plati
(10) 3xp€ R, |2n — x| < 1/n; [f(2n) — f(2,)] = ¢
Oznaéme A = {x,; neN} (kde N je mnoZina vSetkych prirodzenych &isel).
Potom d(z,, A) = 0. Skutocne, ak by totiz d(x,, A) > 0, tak by existo-
valo n €N také, ze 1/n =< d(x,, A), a potom podla (1) by platilo d(x, A) <
< |2y — 2| < 1/n < d(z, A), o je spor. Pritom vak d(f(z,), f[A]) 4 0.
Skutoéne, pre kazdé n € N podla (10) plati
¢ = f(zo) — f(2n)l

teda podla (2) plati

0 < & = d(f(x), f[A]) .

Teda f mé vlastnost (5). Tym je ekvivalentnost (6) a (7) dokazana.
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