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Trojuholnikovéa nerovnost

JOZEF DOBOSY, poslucha& PF UK Bratislava

Pod trojiholnikovou nerovnostou sa beZne rozumie tento vztah medzi
dIZkami I'nbovoIného trojuholnika:

DIzka kazdej strany je mensia alebo rovnd stétu dl¥ok ostatnych
strdn. Vo formalnom zépise:

(1) d(4, C) = d(4, B) + d(B, (),

kde 4, B, C st vrcholy daného trojuholnika a d(4, O) je vzdialenost
bodu 4 od bodu C, teda dl?ka strany uréenej bodmi 4, C [d(4, B),
d(B, C) analogicky]. Tento vztah je ndm intuitivne zrejmy (nakreslite
8i obrézok!). V&imnime si niektoré dalSie vlastnosti vzdialenosti. Predo-
vietkym vzdialenost bodu U od bodu V [znatime d(U, V)] je rovns
nule prave vtedy, ked si oba body totozné:

(2) dU,V)=0<U = 7.

Dalej je vzdialenost bodu U od bodu V rovnaks ako vzdialenost bodu V
od bodu U:

(3) alU, V)y=d(V, U).

S predstavou o vzdialenosti dvoch bodov ako dlzke tisedky nimi uréenej
v beznom praktickom Zivote nevystatime. Napriklad v Zelezniénej do-
prave merat vzdialenost dvoch miest (Zel. stanic) podla takejto pred-
stavy o vzdialenosti, t. j. ,letecky”, nemd prakticky vyznam. Pritom
aj v matematike sa ukazuje, Ze vlastnosti (1) aZ (3) majt aj iné ,,vzdia-
lenosti‘. PoloZme napr.d(X,Y)=0pre X = Y,d(X,Y)=1pre X = Y.
Potom d mé skutoéne vlastnosti (1) aZ (3) (overte to!).

Zaujimavy priklad je uvedeny v sovietskom &Sasopise Kvant (ktory
mnobhi z vés uréite poznaja) v &isle 1 z roku 1979 (v podobnej rubrike,
ako je ,,Nae soutéz‘):
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Priklad 1. Nech
@ — 9|
Vl + 22 .Vl + y?
Dokaite, Ze pre Iubovolné redlne éisla a, b, ¢ plati nerovnost

0@, ©) < g(a, b) + (b, c) .

Vidfme, Ze treba overit trojuholnikovi nerovnost [overte vlastnosti (2)
a (3)!]. Ze to az tak ]ednoduché nie je, zistime po poéiatoénych netspe-
choch Najskor si v§imnime, Ze pre vietky 0 # 7/2 + kn (k € Z) plati:

Q(.’L‘, y) =

1 + tg? =

cos?0
. sin2d cos2) - sin2) 1 »
Skutotne, 1 4 tg2d =1 + vy S povey: = o5 » Pritom sme

vyuzili zndmy vztah cos?d 4 sin?d = 1.

Nech z, y st lubovolné reilne éisla. Pretoze funkcia tangens nadobuda
ako svoje hodnoty vSetky redlne éisla, potom existuju ¢éisla o, § také,
ze x = tga, y = tgf (pozrite si graf funkcie tangens!). Po dosadeni do
vztahu

')
Vi )1+

o, y) =

dostdvame
|tgae — tgf| ]tgoc — tgpl

Vl + tg2a . Vl +- tgzﬂ l/
coszoc cos?f

sina sinf

cosx  cosf

= [cos?x . [/cos?B . |tgoe — tgB| = |cosa]. |cosp| .

sin sin
cosoc.cosﬁ.( x_ ﬂ)

cosx  cosf

= |sinx.cosf — cosa.sinfl| = [sin(e—p)|.

sind

Pritom sme vyuzili zndmy vztah tgd = -

pre 0 # n/2 + kn (ke Z),
vlastnosti absolutnej hodnoty
Va = lal, la.b] = fal. |

a suctovy vzorec pre sinus sin(x—f) = sina.cosff — cose.sing .
Teda plati

(4) o(@, y) = | sin(a — B)|,

kde x = tga, y = tgf. Teraz sme uZ dostatoéne vyzbrojeni na riefenie
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nasej tilohy. Nech a, b, ¢ st Tubovolné reédlne ¢isla. Potom existuju &isla
o, B,y také, ze a = tga, b = tgf, ¢ = tgy. Teda g(a, ¢) = [sin(x — )| =
= |sin[(@ — ) + (B — ¥)]| = |sin(x — B).cos(B — ) -+ cos(a— f).
8in(f — y)| < | sin(@ — f).cos(B — y)| + |cos(c — B).sin(f — )| =
= [sin(a — B)|. |cos(B — y)| + |cos(x — B)].|sin(f — y)| < |sin(a — B)| +
+ [sin(f — y)| = o(a, b) + o (b, ¢), &iZe o(a, ¢) = o(a, b) + o(b, c). Pritom
sme vyuzili sGétovy vzorec pre sinus [sin(% -+ v) = sinu.cosv -+ cosu.
.sinv], vlastnosti absolutnej hodnoty (lx 4+ y| < |x| + |y|, |v.y| =
= |2|. |y|) a vlastnost funkcie kosinus (|cosd| < 1). Tym sme priklad vy-
riesili.
Na zéklade predoslych ivah mézeme zaviest pojem metriky.

Nech M je Iubovolnd mnozina. Hovorime, Ze na mnozine M je defino-
vand metrika o prave vtedy, ked kaZdej usporiadanej dvojici prvkov z, y
z mnoZiny M je priradené nezdporné ¢&islo, ktoré oznaéime o(z, y) a ktoré
m3 tieto vlastnosti:

1) ey =0=2=y,

(i) e y) = oy, 2),

(iii) o(»,2) = e(x, y) + e(y, 2) ,
pre vietky prvky =z, y, z z mnoziny M.

Mnozinu M, na ktorej je definovand metrika g, nazveme metrickym
priestorom. Tento metricky priestor ozna¢ime symbolom (M, o).

V dalSom zov8eobecnime postup pouzity v priklade 1.

Veta 1. Nech a < b st redlne ¢isla a d(z, y) = |¢ — y| pre z, y z inter-
valu (a, b) (overte, Ze d je metrika!). Nech zobrazenie f zobrazuje mno-
zinu R do mnoziny <0, co). Nech pre ka?dé z, y z intervalu (@ — b, b — a)
plati

(a) flx) = 0<>2 =0,
(c) flx + y) = f(x) + f(y) .

Potom zobrazenie g definované predpisom p(z, y) = f(d(z, y)) je metrika
na intervale (a, b).

Dokaz. Vlastnosti (i) a (ii) vyplyvaji z toho, Ze d je metrika a plati (a).
Ukédzeme vlastnost (iii). Nech z, y, z st1 TubovoIné &isla z intervalu (a, b).
Pre urcitost predpokladajme, Ze napr. =< z < y. Potom d(z, y) =
— Ry =y —z=(y—2) + (—2)= [y — 2| + |z — 2l — Aly, 2) +
+ d(z, 2), teda d(z, z) = d(z, y) + (— d(y, z)) a podla (b) a (c) plati
= f(d(z, y)) + f(d(y, 2)) = o(z, y) + o(y, z). Teda p je metrika na (a, b).
Teraz uvedieme jednu velmi jednoducht metédu, kterd ndm umozni
definovat na mnozine M s danou metrikou d dalsie metriky.
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y=1g(1+ x)

Y

Obr. 1

Veta 2. Nech M je mnozZina a d metrika na M. Nech f je zobrazenie

s definiénym oborom {0, co) a 8 oborom hodnét R. Nech pre vietky
redlne &isla z, y z intervalu {0, co) plati:

(5) fl) =0<>2 =0,
(6) =y =f(z) = (y),
(7) flx + y) = f(x) + 1(y) .

Kazdej usporiadanej dvojici prvkov z, ¥ z mnoziny M priradme é&islo
o(z, y) = f(d(x, y)). Potom p je metrika na mnozine M.

Dokaz. Ukdzeme, Ze p mé vlastnost (i):

Nech g(z, y) = 0. Potom f(d(z, y)) = 0, teda d(z, y) = O podla (5).
Pretoze d je metrika, plati z = .

Nech naopak x = y. PretoZe d je metrika, plati d(z, y) = 0, teda
o(z, y) = f(d(z, y)) = 0 podla (5).

UkézZeme, Ze p m4 vlastnost (ii):
Pretoze d je metrika, plati p(z, y) = f(d(x, y)) = f(d(y, z)) = o(y, x).
UkézZeme, Ze p m4 vlastnost (iii):

Pretoze d je metrika, plati d(z, z) < d(z, y) + d(y, z). Podla (6) a (7)
teda plati gz, 2) = f(d(, 2) = f(d(z, y) + d(y, 2) = f(d(x, ) +
+ f(d(y, 2)) = o(x, y) + o(y, 2). Teda g je metrika.

Priklad 2. UkéZte, Ze zobrazenie f definované predpisom f(zx) =

= log(l + z) pre kaZdé = z intervalu {0, co) (obr. 1.) vyhovuje pod-
mienkam vety 2.

PretoZe logaritmus je rasttica funkcia, pre kazdé x > 0 plati f(x) =
= log(l + z) > log 1 = 0. Pretoze f(0) =log 1 = 0, plati f(x) = 0 <>z =
= 0. Teda plati vlastnost (5).

Z rastuacosti logaritmu dostdvame f(z + y) = log(l + « + y) =
= log(1 + 2+ y +- ay) =log(1 + 2)(1 + y) = log(1 + ) + log(1 +y) =
= f(z) + f(y). Teda f(z + y) = f(x) + f(y). Ak je teraz (M, d)Iubovolny
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Obr. 2

metricky priestor, potom pomocou zobrazenia f dostdvame novy metricky
priestor (M, o) s metrikou p(z, y) = log[1l + d(z, ¥)].

Priklad 3. Ukazte, Ze zobrazenie f definované predpisom f(x) =
= z/(1 + z) pre kaZdé z z intervalu {0, co) (obr. 2.) vyhovuje podmien-
kam vety 2.

Vlastnosti (5) a (6) st zrejmé. Vlastnost (7) dostavame takto:

U+ v Uu v

— — <
) =y " Toe gy TTFugo =
u v
S T T = ) + )

Pre metriku p méme teda p(z, y) = d(=z, y)/[1 + d(z, y)].

Priklad 4. Ukédite, Ze zobrazenie f definované predpisom f(x) =
= min(l, x) (pricom pre Iubovolné reédlne ¢&isla u, v je symbol min(u, v)
definovany predpisom min(u, v) = » ak u < », min(u, v) = v ak u > v)
vyhovuje podmienkam vety 2.

Overime vlastnost (7) (overte (5) a (6)!). Nech u, v stiTubovoIné redlne
¢isla z intervalu <0, o). Ak je u + v < 1, plati f(u + v) = min(1, » 4 v) =
= % + v = min (1, ) + min(l, v) = f(u) + f(v). Ak je u + v =1,
jeflu +v) =min(l,u +v) =1 min2, v + v,1 + %, 1 +v) <
< min(l, ) 4+ min(1, v) = f(u) + f(v).

Pozrime sa teraz pozorne na obrézky 1 a 2. Ich spoloénou vlastnostou
je konkdvnost. Overte i pre f(x) = min (1, x). Pripometime si definiciu
konkdvnosti.

Hovorime, %e zobrazenie f definované na intervale I s hodnotami
v mnozine redlnych &isel je konkdvne préve vtedy, ked pre kazdé dva
body u, v z intervalu I kaZdy bod M, = [z; f(z)] grafu zobrazenia f,
pre ktory u << z < v, leZi nad dsedkou spdjajicu body M, = [u; f(u)],
M, = [v; f(v)]. (Nakreslite si obrizok.)
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Plati ndsledujica veta, ktort uvedieme bez dokazu.

Veta 3. Nech M je mnozina a d metrika na M. Nech f je zobrazenie

s definiénym oborom {0, co) a s oborom hodnét R. Nech pre vSetky
x, y € €0, oo) plati:

(8) fx) =0<2=0,
(9) =y =fx) =1y,
(10) f je konkavne.

Polozme o(z, y) = f(d(x, y)). Potom g je metrika na M.

Nasledujuca veta (ktorej jednoduchy dokaz prenechdvame citatelovi)
poukazuje na to, Ze neklesajicost zobrazenia f nie je nutnou podmienkou
na to, aby o(z, y) = f(d(x, y)) bola metrika na M.

Veta 4. Nech M je mnozina a d metrika na M. Nech f je zobrazenie
s definiénym oborom {0, co) a s oborom hodnét R. Nech plati

(11) £(0) = 0,

(12) existuje také redlne ¢islo @ > 0, Ze pre kazdé = z interva-
lu (0, c0) plati a < f(zx) < 2a.

Polozme p(z, y) = f(d(z, y)). Potom o je metrika na mnozine M.

Doteraz sme si ukazovali, ako mozno pomocou vhodného zobrazenia f
a metriky d na mnozine M definovat na tej istej mnozine M inu metriku.
Teraz popiseme intd metédu, ktord ndm umoZni pomocou metriky d na
mnozine Q a vhodného zobrazenia f mnoziny P do mnoziny @ definovat
metriku p na mnoZine P.

Hovorime, Ze zobrazenie f mnoziny P do mnoziny Q je prosté, prave
vtedy, ked pre kazdé z, y € P plati

flx) =1y) >z =1y.

Veta 5. Nech { je prosté zobrazenie mnoziny P do mnoziny Q. Nech d
je metrika na mnoZine Q. KaZdej usporiadanej dvojici prvkov z, y
z mnoZiny P priradme é&islo o(x, y) = d(f(x), f(y)). Potom g je metrika
na mnozine P.

Dékaz. Najskor ukdZeme vlastnost (i). Nech p(x, y) = 0. Potom
d(f(z), f(y)) = 0. PretoZe d je metrika, plati f(x) = f(y). Pretoze f je
prosté, plati x = y.

Nech teraz x = y. Potom f(x) = f(y). Pretoze d je metrika, plati
o, y) = d(f(x), £(y)) = 0.

Teraz ukdZeme vlastnost (ii). Pretoze d je metrika, plati
o(x, y) = d(f(x), £(y)) = d(f(y), f(x)) = o(y, @).

Nakoniec ukdzeme vlastnost (iii). Pretoze d je metrika, plati p(x, 2) =
= d(f(z), f(z)) = d(f(z), f(y)) + d{(y), {(z)) = e(x, y) + o(y, 2)-

Teda o je metrika na mnozine P.
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Cviéenia

1. Overte, %e zobrazenie f definované predpisom f(x) = 3z — 2.|x — 1| +
+ | — 2| pre ka#dé z z intervalu <0, co), spliia podmienky (5), (6),
(7), (8), (9), pritom vsak nie je konkdvne.

2. Overte, Ze zobrazenie f definované predpisom f(0) = 0, f(x) =
= |x — 1| — 2 + 3 pre ka’dé « z intervalu (0, co), spliia podmienky
(11), (12), ale nesplIna (6).

3. Ukazte, Ze p je metrika na mnozine redlnych &isel:
_*r Y

b) o(z, y) = [|z — y|] + 2 prez + y, o(x, 2) = 0
(symbol [@] znamen4 celt Cast &isla a)

c) o(x, ) =0,
o(x, y) = l ak  #* y a x — y je raciondlne ¢islo
oz, y) = 2ak z # y a x — y je iraciondlne ¢&fslo

_ |z — y]
d)e(x,y)—log(1+v | ).
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