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Predslov

Pri rieSeni geografickych problémov je vzdy nutné spracovat’ mnozstvo udajov, ktoré
je potrebné spravne analyzovat a vyhodnotit. Rychle tempo vyvoja spolocnosti, jej
informatizécia a dostupnost’ velkého mnozstva digitdlnych déat si vyzaduji poznanie
zakladnych Statistickych metdd, ktoré umoznuju pochopit’ stav analyzovanych javov,
prebiehajiice savislosti, vztahy a zakonitosti. Statistické metody preto patria medzi zakladné
metodické nastroje geografie a ich vyznam v geografii neustale nabera na vyzname. Zvysuje
sa mnozstvo a rozmanitost' dostupnych Statistickych udajov a merani, ktoré je nutné
spracovat, analyzovat a interpretovat. Metodicky aparat modernej Statistiky poskytuje
mnozstvo metdd, ktoré umoziuju lepSie pochopit’ zakonitosti fungovania javov v krajinnej
sfére.

V predloZzenych uc¢ebnych textoch sa venujeme zakladnym metodam, ktoré vyuzivame
v geografickej praxi. Pri skimani zékonitosti a vizieb v krajinnej sfére sa nevyhneme ani
analyze viacrozmernych Statistickych suborov. Z tohto doévodu bola do ucebnych textov
zaradena aj kapitola venujuca sa zakladnym principom analyzy viacrozmernych Statistickych
suborov. Metddy viacrozmernej analyzy nie je mozné realizovat bez vyuzitia
Specializovaného Statistického softvéru. V sucasnosti k najznamejSim softvérovym balikom
patria SPSS, Statistica, R a Statgraphics.

Ucebné texty vznikli na Katedre geografie a regionalneho rozvoja FHPV PU v PreSove
ako zdkladny S$tudijny materidl najmi pre Studentov geografickych Studijnych programov.
Vyuzit ho vSak mézu aj Studenti inych odborov, ktorych S§tidium si vyzaduje pracu so
Statistickymi datami. Struktura uéebnych textov je koncipovana tak, aby poskytla zakladné
informacie z oblasti opisnej Statistiky, ktoré prostrednictvom konkrétnych prikladov
pomahaji hlbsie vniknit' do skiimanej problematiky a vytvaraju tak priestor pre praktické
uplatnenie ziskanych informaécii.

Uvodné kapitoly oboznamuju §tudentov so zékladnymi Statistickymi pojmami,
zaoberaju sa predmetom a vyznamom Statistiky, ako aj etapami Statistického vyskumu. Druha
cast’ ucebnych textov je venovana frekvencnej analyze, tvorbe Statistickych vystupov, praci
so Statistickymi softvérmi, strednym hodnotdm a vybranym mieram variability. Obsahom
dalsich kapitol je analyza Sikmosti, Spicatosti, koncentracie a teoretickych rozdeleni.
Zavere¢né kapitoly poskytuji pohlad na ¢asové rady, Statistické hypotézy, skimaji zavislost’
medzi kvalitativnymi a kvantitativnymi Statistickymi znakmi, charakterizuju priebeh
zavislosti. RieSent problematiku uzatvara analyza viacrozmernych udajov, ktord predstavuje
prechod k uplatneniu pokrocilejSich Sstatistickych metéod. Ucebné texty obsahuju viacero
rieSenych prikladov, Statistickych tabuliek, grafov a obrazkov, ¢im predstavuju relativne
samostan®i u¢ebnii pomdcku, ktora vhodne dopiia obsah prednasok a seminarov.

Tvorba ucebnych textov vyplynula v neposlednom rade i z potreby aplikacie roznych
Statistickym metdd tak v oblasti huménnej, ako aj fyzickej geografie. Pri ich tvorbe sme sa
snazili v maximalnej miere pouzit' zrozumitelni a prakticki formu obohatent o viacero
prikladov najmi z oblasti geografie a jej pribuznych disciplin. K dosiahnutiu tohto ciel’a
prispeli aj recenzenti Doc. PhDr. RNDr. Martin Boltiziar, PhD. a Mgr. Maria Majherova,
PhD., ktorym sa aj touto cestou chceme podakovat za ich pripomienky a navrhy pri
skvalitneni tohto diela.

december 2009 autori



1 Zakladné Statistické pojmy

Povod slova Statistika pochddza z latinského slova status, o znamend Stat, stav.
V prvopociatkoch svojho vyvoja plnila Statistika takmer vyluéne popisna funkciu a slizila na
zber dat, ktoré poskytovali informéacie o stave Statu.

Prvé zaznamy o zistovani poctu obyvatelov pochadzaju eSte zobdobia pred naSim
letopoctom, ked’ vznikali prvé historické zdroje Statistiky. Ich tlohou bolo uradné zistovanie
a evidencia. Dokazom su $tatistické prieskumy v Babylonii, Egypte, Cine a Izraeli. Obdobné
stpisy sa vykonavali i pocas helénskej kultury v starovekom Grécku a Rime (Bacik 2007).

Stredoveka svetskd moc nebola vel'mi naklonena myslienke Statistickych prieskumov, a tak
takmer doslo k ipadku tiradného zist'ovania. K jeho obnove doslo az v 16. -17. storoci, a to
prostrednictvom nejednotnych cirkevnych matrik cez systematické matri€né zapisy az po
jednotnu evidenciu a vykaznictvo pre potreby statu (Cyhelsky 1990 in Bacéik 2007)

Samotny pojem sa zacal systematickejSie pouzivat’ az koncom 18. storo¢ia. Najviac sa o jeho
rozSirenie zasluzil nemecky profesor Gottfried Achenwall (1719-1772), ktory ho pouzival pre
oznacenie vedy o tzv. Statnych pozoruhodnostiach. Podobu dnesnej Statistiky ovplyvnila do
znacnej miery tedria pravdepodobnosti. Jej zaklady polozili vyznamni matematici 17. - 19.
storofia (Daniel a Nikolaus Bernoulli, Lagrange, Euler, Laplace, de Moivre, Gauss).
Spociatku sa tedria pravdepodobnosti a matematicka Statistika vyvijali izolovane, no
v neskorSom obdobi doSlo k ich prelinaniu, ¢o malo za nasledok rozvoj novej discipliny —
matematickej Statistiky. Pre Statistiku 19. a zaciatku 20. storocia bolo priznacné usilie ziskat’
¢o najviac dat o skimanom jave. Osobitny impulz pre rozvoj a vyuzivanie Statistickych metod
v geografii priniesol nastup pocitacovych technologii v 50-tych a 60-tych rokov 20. storocia,
ktoré umoznovali rychle spracovanie velkého mnozstva tidajov. V tejto suvislosti hovorime aj
o tzv. kvantitativnej revolucii, ktord priniesla aj viacero novych geografickych smerov
badania. Kvantitativne metddy sa tak stali nevyhnutnou sucastou metodického aparatu
su¢asnej geografie. Statistické metddy su vSak vyuzivané aj v mnohych inych oblastiach
(napr. ekonoémia, zdravotnictvo, Skolstvo, atd’.), jednoducho vSade tam, kde vznikéd mnozstvo
dat, ktoré je potrebné spracovat’ a vyhodnotit’.

V sucasnosti sa pojem Statistika pouZiva najcastejSie v nasledovnych vyznamoch:

o prakticka ¢innost’ — zamerana na ziskavanie, spracovanie a vyhodnocovanie Statistickych
dat, t.j. adajov o hromadnych javoch,

o Statistické udaje — udaje o hromadnych javoch bezprostredne ziskané pozorovanim alebo
z nich vypocitané charakteristiky,

e vedna disciplina — zaoberajiica sa metdodami skiimania a vyhodnocovania $tatistickych
udajov, t.j. udajov o hromadnych javoch.

Zakladné Crty Statistiky ako vednej discipliny:

e pracuje s hromadnymi javmi,
e hl'ada ich zékonitosti a k tomu vyuziva hromadné pozorovanie,

e zaobera sa kvantitativnymi metédami hodnotenia a k tomu pouziva matematicky aparat.



Predmetom vyskumu Statistickych metéd si hromadné javy. Hromadnym javom
nazyvame kazdy prirodny alebo spolocensky jav, ktory skimame na velkom pocte pripadov
(hromadne). Ide o také javy (predmety, udalosti, procesy), ktoré st vysledkom pdsobenia
vel’kého mnozstva pri¢in aich vlastnosti sa neprejavuju v jednotlivych javoch, ale v ich
subore (Brazdil, et. al. 1995). Kazdy hromadny jav teda  pozostava z mnohych
individualnych javov.

Ro6zne prirodné a spolocenské javy sa skimajii ako hromadné javy preto, lebo takyto sposob
umoznuje poznat ich podstatu a vlastnosti, povahu cCinitelov, ktoré ich podmienuju a
ovplyviiuju v ich vzajomnych vztahoch a suvislostiach. Bez hromadného pozorovania by sme
nemohli o prislusnom jave robit’ zovSeobecnujuce zavery.

Hromadné pozorovanie sa teda zakladd na skumani dostato¢ne velkého poctu pripadov.
RozliSujeme:

e jednoduché pozorovanie — do priebehu pozorovanych javov nijakym spdsobom
nezasahujeme a neovplyvilujeme ich,

e experiment — vytvori sa subor kontrolovanych podmienok, v ktorych sa pozorovany jav
opakuje (Gregorova, Fillova 2004).

Statistika pracuje predovsetkym s ¢iselnymi (kvantitativnymi) hodnotami. Nakolko i
kvalitativne hodnoty Casto transformuje do ¢isel a potom ich vyhodnocuje, teda aj metody,
ktoré pri tom pouZziva, sa oznacuji ako kvantitativne. Pojmom $tatistické udaje mozno preto
oznacit’ ¢iselné (kvantitativne) idaje o hromadnych javoch.

Zékladnym objektom pozorovania, na ktorom mozno skumat’ konkrétny prejav hromadného
javu, je Statisticka jednotka. Ide o taka jednotku (prvok, predmet, jav), ktord je uz pred
zaCiatkom vlastného Statistického vyskumu vecne, ¢asovo a priestorovo vymedzena.

Vecné vymedzenie vo vSeobecnosti urCuje, co pre dany pripad je alebo nie je Statistickou
jednotkou. Je to najvyznamnejSie a obas aj najnarocnejSie vymedzenie. Niekedy je potrebné
k definicii Statistickej jednotky pripojit aj podrobné vysvetlenie ako postupovat
v jednotlivych pripadoch (napr. Student 1. rocnika denného Studia Studijného programu
geografia v regiondlnom rozvoji na FHPV PU).

Casové vymedzenie uréuje ¢asové obdobie alebo Easovy moment, pre ktory bola $tatisticka
jednotka zaradena do Statistického vyskumu (napr. scitanie k 1.1. 1991).

Priestorové vymedzenie vymedzuje uzemie, na ktoré sa bude vzt'ahovat’ Statisticky vyskum
(napr. Stat, vy$si uzemny celok).

Statistické jednotky rovnakého druhu vytvéraju Statisticky subor. Statisticky stbor je
mnozina Statistickych jednotiek (prvkov, osob, veci, javov), ktoré st zhromazdené na zaklade
istych spolo¢nych vlastnosti a st predmetom Statistického vyskumu.

Z hPadiska obsahu (to, ¢o daného stiboru patri) mozno rozlisit’:

e Zakladny Statisticky sibor - vycerpavajuci (aplny) subor Statistickych jednotiek, ktoré
svojim opisom vymedzuji dany Statisticky subor. Napriklad pri s¢itani 'udu je to mnozina
vSetkych obyvatelov §tatu alebo vSetkych domdacnosti, pri skimani produkcie priemyselného
odvetvia tvori zakladny Statisticky sibor mnozina vsetkych podnikov konkrétneho rezortu.

e Vyberovy Statisticky sibor (vyber) — je podmnozinou zdkladné¢ho suboru, ktorého
Statistické jednotky boli vybraté podla urcitej pravdepodobnostnej schémy. Pristupujeme
k nemu v pripade, ze zdkladny stbor je vel'mi rozsiahly a skimanie vSetkych Statistickych



jednotiek by mohlo byt prili§ zdihavé, nakladné alebo niekedy aj nerealizovatelné. Vyberovy
sibor musi byt reprezentativny pre zdkladny subor, ktorého je podmnozinou.
Reprezentativnost’ znamena, Ze urcité Statistické vlastnosti (charakteristiky) st takmer zhodné
s vlastnostami zdkladného stboru (napr. stredné hodnoty, variabilita a pod.). Ich
reprezentativnost’ zavisi od rozsahu a postupu vyberu, ako aj od rozsahu zakladného stuboru.

Vyber mézZe byt

¢ niahodny (pravdepodobnostny) — pouziva sa pri homogénnych Statistickych suboroch, kde
kazda Statisticka jednotka ma pravdepodobnost’ dostat’ sa do vyberového stiboru a skutocnost’,
¢i sa tam dostane, zavisi na ndhode (napr. Zrebovanie pri Sportke),

e zamerny (stratifikovany) — uplatnitelny pri vel'mi heterogénnych vlastnostiach
zakladného suboru, kde je potrebné poznat’ rozlozenie a relativnu pocetnost’ Statistickych
jednotiek s danou vlastnost'ou v zdkladnom subore,

e samovyber — Statistickd jednotka sama rozhoduje, ¢i bude zaradend do vyberového
skiimania (napr. osoby, ktoré sa prihlasia na vyzvu).

Pod pojmom Statisticky znak (premennd, atribut) chapeme vlastnost’ Statistickej jednotky,
ktort skiimame.

Statistické znaKy moZno rozdelit’ do nasledovnych skupin:

1. PodPla toho, ¢i sa vyskytuju alebo nevyskytuji u vSetkych jednotiek Statistického
suboru:

e spolocné — maju ich vSetky Statistické jednotky suboru (Ak zakladnym stborom su
zapisani Studenti 1. ro¢nika GRR pre akademicky rok 2007/2008, tak spolocnym znakom je,
ze 1ide o Studentov 1. rocnika daného Studijného programu zapisanych v uvedenom
akademickom roku),

e variabilné — su predmetom Statistického skimania, ich vyznam nie je dolezity z hl'adiska
sledovaného ciel’a (Napr. pri prijimacich pohovoroch na vybranu vysoku skolu je jedno, aka
stredni Skolu maji uchadzaci, podstatné je, aby mali maturitu. Variabilnym znakom je
v tomto pripade druh absolvovanej strednej Skoly).

2. PodP’a toho, ¢i su Statistické znaky priamym vyrazom vlastnosti Statistickej jednotky
alebo ju charakterizuju len sprostredkovane:

e priame — daju sa spravidla priamo odmerat’, resp. urcit’ (vysSka v cm, védha v kg...)

e nepriame (odvodené) — si meratelné prostrednictvom nejakej d’alSej vlastnosti (napr.
vybusna sila dolnych koncatin je sila, ktord by mala by byt merana v N, ale merd sa
v cm — ako d’aleko skocis).

3. PodPa poétu variantov, ktoré §tatistické znaky nadobudaju':

e alternativne — vyber zdvoch 2 moznosti (pohlavie; zdravotny stav vo vyzname
vyhovujuci- nevyhovujuci),

e mnozné — viac ako 2 moznosti (nabozenské vierovyznanie, narodnost’, druh absolvovanej
strednej Skoly...).

! Delenie na alternativne a mnozné znaky sa uplatiiuje len pri kvalitativnych znakoch.



PodPa toho, z akého hl’adiska charakterizuju Statistickd jednotku:

e Casové — charakterizuju Statisticku jednotky z hl'adiska ¢asu (tdaje k prislusnému roku,
polroku, Stvrtroku...),

e priestorové — charakterizuju Statisticki jednotku z hl'adiska priestoru (trvalé¢ bydlisko,
region...),

e vecné — vyjadruju vecnu stranku Statistickej jednotky (kupna sila obyvatel'stva...) .

U vecnych Statistickych znakov uvaZujeme aj o tom, ¢i ich moZzno vyjadrit ¢islom, teda
znazoriuju kvantitu sledovaného znaku (kvantitativne Statistické znaky), alebo ich
vyjadrujem slovne, teda mame na mysli kvalitu sledovaného javu (kvalitativne Statistické
znaky). V pripade kvantitativnych Statistickych znakov ma vyznam uvazovat aj o ich
spojitosti. Nespojité (diskrétne) Statistické znaky st také, ktoré mézu nadobtidat’ celociselné
hodnoty (pocet ¢lenov domécnosti), spojité aktukol'vek redlnu hodnotu (priemerna znamka
Z maturity).

RieSené ulohy:

Statisticky vyskum md priniest odpoved na otdzku, aky je vztah medzi poctom clenov
slovenskych domdcnosti a pefiaznymi prijmami na jednej strane a penaznymi vydavkami za
potraviny na druhej strane. Co bude Statistickym siborom a co Statistickou jednotkou? Ktoré
variabilné znaky sa budu skumat? Klasifikujte tieto znaky.

Statisticky stibor: Slovenské domécnosti s trvalym pobytom na tizemi Slovenskej republiky
skiimané ku diu sc¢itania obyvatel'stva (k 1.1. 1991).

slovenské domacnosti — vecné vymedzenie

s trvalym pobytom na Gzemi Slovenskej republiky — priestorové vymedzenie

ku diu §¢itania obyvatel'stva (k 1.1. 1991) — Casové vymedzenie

Statisticka jednotka vyssie vySpecifikovaného $tatistického suboru: slovenska domacnost’
Statistické znaky:

pocet ¢lenov slovenskych domécnosti — kvantitativny, spojity

penazné prijmy za potraviny — kvantitativny, spojity

penazné vydavky za potraviny — kvantitativny, spojity

Rozhodnite, ktoré z uvedenych Statistickych znakov su  kvantitativne, resp. kvalitativne.
V pripade kvantitativnych Statistickych znakov uvedte, ¢i ide o znaky spojité alebo nespojite.

a) priemerna vySka v cm — kvantitativny, spojity,
b) pocet aut — kvantitativny, nespojity,

¢) farba vlasov — kvalitativny,

d) nabozenské vierovyznanie — kvalitativny,

e) pohlavie — kvalitativny,

Zistite, Ci ide o znaky alternativne alebo mnozné:



a) druh absolvovanej strednej skoly — mnozny,
b) pohlavie- alternativny,

¢) nabozenské vierovyznanie — mnozny.

Rozhodnite, ¢i v danych pripadoch pojde o zdkladny alebo vyberovy statisticky subor.

a) skumame vyskyt malarie na vzorke 1 000 respondentov ( vyberovy — pracujem s urcitou
vzorkou respondentov),

b) skumame ndavstevnost’ kruzku v 2. A triede istej zakladnej skoly v PreSove za pritomnosti
vSetkych Ziakov triedy (zékladny — predmetom zdujmu su vSetci respondenti).

NerieSené ulohy:

1. Statisticky vyskum md priniest odpoved na otdzku, aky je vztah medzi priemernym
prospechom vysokoskolskych Studentov v prvom semestri na vysokej skole na jednej strane,
ich priemernym prospechom z maturity a druhom absolvovanej Skoly na druhej strane. Co
bude Statistickym suborom a co Statistickou jednotkou? Ktoré variabilné znaky sa budu
skumat? Klasifikujte tieto znaky.

2. Rozhodnite, ktoré z uvedenych Statistickych znakov su kvantitativne, resp. kvalitativne,
alternativne, resp. mnozné, spojité, resp. nespojité:

a) priemerna vaha v kg,

b) navstevnost kruzku,

¢) druh ovocia,

d) priemerny vek studenta,

e) vlastnictvo auta,

f) typ auta.

3. Zistite, ¢i ide o znaky alternativne alebo mnozné:

a) rok vyroby auta,

b) zdravotny stav (vo vyzname uspokojivy - neuspokojivy),
¢) farba vlasov.

4. Rozhodnite, ¢i v danych pripadoch péjde o zakladny alebo vyberovy Statisticky subor:

a) skumame mnozstvo vynaloZenej prace na vypracovanie urcitého vyrobku u pracovnikov
blizsie Specifikovaného zavodu,

b) skumame vzdelanostnu uroven obyvatelov kraja SR podla ziskanych udajov o 20 %
respondentov v kazdom okrese uvedeného kraja.



2 Statisticky vyskum

Statisticky vyskum pozostava z troch zakladnych etap:

e Statistické zistovanie - ide o proces ziskavania a zhromazd’ovania idajov o skiimanych
javoch,

o Statistické spracovanie - usporiadanie Statistickych jednotiek do skupin podl’a triediacich
znakov,

- zameranie sa na opis Statistického suboru, testovanie, ako aj na
vystup vysledkov po ich formalno-technickej a metodologickej stranke,

o Statisticky rozbor — konecnd faza Statistického vyskumu, ktort tvori analyza vysledkov
Statistického spracovania a formulovanie zaverov, ktoré z nich vyplyvaju.

STATISTICKE ZISTOVANIE

Statistické zistovanie predstavuje uvodnu etapu $tatistického vyskumu. Jeho cielom je
ziskanie potrebnych Statistickych udajov potrebnych pre analyzu hromadnych javov.

Podl’a spdsobu zist'ovania udajov o hromadnych javoch rozoznavame:

a) Vykaznictvo — pravidelné predkladanie vopred navrhnutych a schvélenych formularov
(vykazov).

b) Supis (cenzus) — zistuje javy, o ktorych sa nevedie bezna evidencia alebo nie je
dostato¢na. Viaze sa k rozhodujucemu okamihu alebo je vykonany za urcité obdobie.

b1l) Makrocenzus — supis, pri ktorom sa zistuje mnoho réznych znakov
o Statistickych jednotkéach na rozsiahlom izemi, spravidla na celom uzemi Statu
(napr. supis obyvatel'stva).

b2) Mikrocenzus - tyka sa menSich okruhov Statistickych jednotiek, ma uzsi
obsah (napr. stpis odbornikov v podnikoch urc¢itého odvetvia).

¢) Statisticky (znalecky) odhad — spo¢iva v subjektivnom ohodnoteni uréitého javu
expertom.

d) Anketa — Gstne alebo pisomné zistovanie nazoru na urcity jav u osdb alebo instittcii,
ktoré su spravidla ndhodne vybraté. Aby anketa mala vypovednt hodnotu, je potrebné,
aby priniesla odpovede od dostatocného poctu repondentov. Vel'ky vyznam ma spravna
formulacia otdzok. Napr. otdzky by mali byt zrozumitel'né a jednoznacné, no zaroven
by nemali navddzat na urcith odpoved. Vysledky ankety vSak nemozno
zovseobecniovat’ na cely zakladny subor, pretoze subor respondentov zvycajne nie je
dostatoéne reprezentativny. Specializované agentiry vykonavaji tzv. prieskumy
verejnej mienky, kde vyber respondentov (okolo 1000 respondentov) zvycajne
zodpoveda vlastnostiam zakladného stuboru.

e) Monografia — podrobny opis ur€itého javu z najroznejSich strdnok odbornikmi, ktori
su schopni zodpovedne zhrntit’ svoje poznatky a nazory o danom jave a vSestranne ho
posudit’.
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STATISTICKE SPRACOVANIE
Druhy Statistického triedenia

Prvym krokom spracovania Statistickych udajov je ich triedenie. Chapeme pod nim
usporiadanie Statistického suboru (rozdelenie jeho jednotiek) do skupin (tried) podla
urcitého Statistického znaku alebo znakov (triediaceho atributu).

Ak sa pri triedeni pouzije len jeden triediaci znak, ide o jednostupiiové triedenie (graf 1).

Ak sa Statisticky subor triedi podla dvoch alebo viacerych znakov, ide o dvojstupiové,
resp. viacstupnové triedenie (tab.1)

Graf 1 Rozdelenie obyvatel’ov obce Vinné 7 hl’adiska produktivnosti (rok 2001)

® 20%

0,
062% = 18%

m predproduktivny vek @ produktivny vek O poproduktivny vek

Spracované podla: SU Presov

Tab. 1 Rozdelenie obyvatel’ov obce Vinné podl’a pohlavia a narodnosti (rok 2001)

Ndarodnost’ MuZi Zeny Spolu

Slovenska 744 843 1587
Rusinska 4 1 5
Ceska 2 1 3
Mad’arska 2 0 2
Ukrajinska 0 1 1
Pol'ska 0 1 1
Ostatné, nezistené 3 6 9

Spolu 755 853 1608

Spracované podla: SU Presov

V sirSom slova zmysle pod triedenim chapeme usporiadanie Statistick¢ho stiboru (rozdelenie
jeho jednotiek) z ¢asového (tab. 2), priestorového (tab. 3) alebo vecného hl’adiska (tab. 4).
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Tab. 2 Vyvoj poctu obyvatel’ov obce Vinné od roku 1828 do roku 1948

Rok 1828 | 1869 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1921 | 1930 | 1940 | 1948

Pocet obyvatelov 1061 | 1524 | 1325 | 1305 | 1413 | 1472 | 1438 | 1428 | 1500 | 1407

Spracované podla: SU Kosice

Tab. 3 Miera zamestnanosti vo vybranych Statoch Eurdpy (rok 1999)

Krajina Miera zamestnanosti v percentdch
Slovensko 58,1

Belgicko 59,3
Franctzsko 60,9
Holandsko 71,7

Taliansko 52,7

Spracované podla: Statistickd rocenka SR 2005

Tab. 4 Rozvody podl’a veku manZelov v roku 2004

Vek muza Pocet rozvodov
0-19 8
20-24 297
25-29 1589
30-34 2257
35-39 1980
40-44 1780
45-49 1435
50-54 914
55-59 382

60 a viac 247
Spolu 10889

Spracované podla: Statistickd rocenka SR 2005

Kazdé¢ statistické triedenie sa musi vykonéavat’ podl'a urcitych pravidiel:
— Pravidlo dplnosti — skupiny vytvarame tak, aby kazda Statistickd jednotka zo
suboru bola zaradena do niektorej z nich. Ak uréity prvok nemézeme zaradit’ do nijakej
z vytvorenych skupin, vytvorime d’alSiu skupinu ,,Ostatné* ,,Iné¢*“ a pod.
— Pravidlo jednoznac¢nosti triedenia - skupiny sa nesmua navzajom prekryvat’ (jeden
prvok moze patrit’ len do jednej skupiny). Castou chybou je vytvorenie intervalovych
skupin, ktorych hranice tvori to isté Cislo. Priklad nespravne vytvorenych intervalov: do
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15, 15-60, 60 a viac, priklad spravne vytvorenych intervalov: do 15, 16-60, 61 a viac. Pri
stanoveni hranic intervalov je potrebné vychadzat’ aj z hodnot Statistickych jednotiek (celé
alebo redlne Cisla).

Pri triedeni podl'a kvalitativnych Statistickych znakov sa Statisticky subor rozdel'uje
podla variantov slovného znaku, pricom samotny znak, ako aj jeho obmeny musia byt
vyjadrené slovne. V Statistike vyuzivame dva zadkladné druhy triedenia podla slovnych
znakov:

— dichotomické (binarne) - Statisticky subor sa rozdeli na dve triedy, pretoZe triediaci
kvalitativny znak ma iba dva varianty (napr. podl'a pohlavia, ndvstevnost’ krizku vo vyzname
navs§tevujem — nenavstevujem),

— polytomické (mnozné) - Statisticky subor sa rozdeli na viac tried, pretoze triediaci
znak mé viac ako dva varianty (napr. ndbozenské vierovyznanie, druh absolvovanej stredne;j
Skoly a pod.) .

Ak delime Statisticky subor podla kvantitativnych Statistickych znakov, celkovy
pocet Statistickych jednotiek v subore sa rozdeli do jednotlivych skupin nasledovne:

— individualne triedenie - kazdej hodnote atributu je priradena jedna trieda (tab. 5),

— intervalové (skupinové) triedenie - ¢iselné hodnoty st rozdelené do rovnakych
alebo nerovnakych intervalov (tab. 6).

Pocet Statistickych jednotiek, ktoré patria do urcitej triedy, nazyvame triednou pocetnostou.
k

Oznacuje sa symbolom »; pre i=1,2,...k. Plati: Zn ,=n, +n,+...+n, . Pre stanovenie poctu
i=1

tried a triednych intervalov neexistuje Ziadne vSeobecne platné pravidlo. Niektori autori

odportcaju stanovit’ pocet intervalov od 5 do 20, ini vychadzaju z rozsahu stiboru a pocitaju

pocet tried podl'a nasledovnych vzt'ahov:

k<S5logn, k= \/n_, k =~1+3,3logn, kde k je pocet tried a n pocet Statistickych jednotiek.

Rozpitie (Sirka) intervalu (k) zavisi od variacného rozpitia, teda rozdielu medzi najviacsou
a najmensou hodnotou znaku a od poctu tried. Jeho pribliznii hodnotu mozno urcit' podla

X =X
vztahu: h=-T1& oo

Tab. 5 Vysledky pisomnej previerky zo slovenského jazyka

Znamka Vyskyt znamky v skupine (n;)
1 7
2 10
3 6
4 2
5 1

Spracované podla: ilustrativne udaje autorov
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Tab. 6 Rozdelenie Studentov 1. rocnika externého Studia odboru GRR podl’a ich veku

Vek Studenta Pocet Studentov(ny
<18-21) 10
<21-24) 15
<25-28) 10
<28-31) 14
<31-34) 3

Spracované podla: ilustrativne udaje autorov

Techniky Statistického spracovania udajov

Zakladnymi technikami Statistického spracovania su rucné a automatické spracovanie
Statistickych udajov.
e Rucné spracovanie sa vykondva pomocou beznej kancelarskej techniky a za
bezprostrednej osobnej G€asti spracovatela. Patri tu:
> Ciarkova metéda — najjednoduchsia metdda ruéného spracovania. Ciarky sa
zapisuju tak, Ze kazdi piatu jednotku v skupine oznacime preSkrtnutim
predchadzajucich Styroch (#— HH — HH || ). Zapis pri viac ako 4-6 Ciarkach je
neprehladny ([|[[[| [I[III )-
» Metéda rucnych Stitkov — vel'mi pracna, dnes uz neefektivna metéda (napr.
evidencia udajov o zamestnancoch). Pre kazdu Statisticki jednotku sa vytvori
samostatny Stitok (karticka), na okraj ktorého sa postupne uvedd udaje
o jednotlivych Statistickych znakoch. Podl'a nich sa rozcleiiuju Stitky na potrebné
skupiny a spocitavaju sa.
» Metoda sustred’ovacich (koncentraénych) tabuliek — Statisticky stbor sa
rozdelil na niekolko skupin podla ur¢itého znaku ¢i znakov a pre kazda takto
definovanu skupinu sa vytvorila samostatna tabulka, do ktorej sa zapisali d’alSie
udaje o Statistickych jednotkach patriacich do danej skupiny.
e Automatizované spracovanie je realizované prostrednictvom vypoctovej techniky.
K najpouzivanej$Sim pocitaovym programom vyuzivanych pre spracovanie Statistickych
udajov radime: MS Excel (z balika MS Office), Statistica, StatGraphics, R, SPSS, NCSS a
pod.
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Obr. 1 Databazova tabul’ka Statistického softvéru SPSS

JRI=TEY
File Edit “iew Data Transform Analvze Graphs  Utilities  Window Help
| |E| ] ol x|k sl £l Sl 2
|1 S mpy |1B
engine horse weight | accel wear orgin cylinder |T|
1 307 130 [vehicle Weight (bs.)] 12 70| Ametican |8 Cylinders _|
2 350 165 3693 12 70( American |8 Cylinders
3 315 150 3436 11 F0[ Awmerican |8 Cylinders
4 304 150 3433 12 f0( American |8 Cylinders
5 302 140 3449 11 FO0[ Awerican |8 Cylinders
B 424 198 4341 1 f0[ American |8 Cylinders
7 454 220 4354 9 70( American |8 Cylinders
8 440 215 4312 9 70| American |8 Cylinders
g 455 225 4425 10 70( American |8 Cylinders
10 390 190 3850 9 F0[ Awmerican |8 Cylinders
11 133 1145 3050 15 f0( Ewuropean |4 Cylinders
12 350 165 4142 12 FO0[ Armerican |8 Cylinders
13 351 153 4034 11 f0[ American |8 Cylinders
14 353 175 4166 11 70( American |8 Cylinders
15 360 175 3850 11 70| American |8 Cylinders
16 383 170 3563 10 70( American |8 Cylinders
17 340 160 3603 3 F0[ Awmerican |8 Cylinders
18 302 140 3353 & f0[ American |8 Cylinders
o |\1I?ata View in‘-l;lariable Viegvﬁg' 37F1 n lh Amnrlmm-rulmdiil |
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3 Statistické rady a po¢etnosti

Vysledkom zakladného spracovania Statistickych suborov vznikaji tzv. Statistické rady.
Statisticky rad je mnozina hodnot jediného atributu vsetkych Statistickych jednotiek
daného stiboru. Na zaklade v§eobecného usporiadania Statistického stiboru sa rady delia
na:

e vecné - vznikaju na zdklade vecného atribttu,

e Casov¢ - Statistické tidaje maju Casovl postupnost’ (napr. pocet obyvatel'ov SR za jednotlivé
roky),

o geografické (priestorové) rady - Statistické udaje si zhromazdené podla uzemnych
jednotiek, regiénov (napr. pocet obyvatel'ov za jednotlivé Staty Europskej tunie).

Empiricky rad — Statisticky rad ziskany Statistickym zistovanim. Hodnoty su uveden¢ tak,
ako boli zaznamenang.

Priklad: 8,2,7,1,15,4.

Usporiadany (variany) rad — rad usporiadanych Cciselnych hodnét (vzostupné - od
minimalnej po maximalnu hodnotu, alebo zostupné - od maximalnej po minimalnu hodnotu).

Priklad: 1,2,4,7,8,15.

POCETNOST

V pripade Statistickych radov, ktorych hodnoty boli rozdelené do tried, hovorime aj o
sekundarnych radoch, resp. radoch odvodenych triedenim. Pocet jednotiek v jednotlivych
triedach (intervaloch) vyjadruje pocetnost’. Pocet jednotieck v jednotlivych triedach
(rozdelenie pocetnosti) podava doélezitu informaciu o vnutornej Struktiure Statistického
suboru. Proces zistovania a charakterizovania rozlozenia pocetnosti sa nazyva frekvencnou
analyzou a je zdkladnou metddou kvantitativnej analyzy v geografii.

Rady rozdelenia pocetnosti (rozdelenie pocetnosti) — st rady, v ktorych je kazdej hodnote
atributu priradend pocetnost’ vyjadrujuca pocet jednotiek, ktoré nadobtidaju tato hodnotu.

Rady skupinového rozdelenia pocetnosti — st rady, v ktorych st hodnoty atributu rozdelené
do intervalov. Pre kazdy interval sa ur¢i kvantitativna hodnota (pocetnost’), ktora vyjadruje
kol’ko jednotiek stiboru nadobuda hodnoty z daného intervalu.

Pocetnost’:

Absolitna pocetnost’ (n;) — pocet Statistickych jednotiek suboru, ktoré nadobudaji danu
hodnotu.

Relativna pocetnost’ (f;) — podiel jednotiek zo vSetkych jednotiek, ktoré nadobudaju hodnotu
daného atributu (znaku) x;.

fi S prei=1, 2,...k
n

Kumulativna pocetnost’ — ziska sa s¢itanim (kumulovanim) vSetkych pocetnosti pre danu
hodnotu atribatu (intervalu). Udava, kol'ko prvkov Statistického siboru ma hodnotu znaku
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niz$iu alebo rovnu danej hodnote. Pri zistovani kumulativnej pocetnosti musia mat’ jednotlivé
rady rozdelenia poc€etnosti charakter variaéného (usporiadaného) radu.

Priklad: Hrate hru a v kazdom kole ziskavate body. Ak v 1. kole ziskate 3 body, v 2. kole 8
bodov, v 3. kole 5 bodov a v 4. kole 10 bodov, zapis je kumulativny - vzdy ide o sumarny
(kumulovany) zisk, nie o zisk v urcitom kole.

Absolitna kumulativna pocetnost’ (N;) — sucet absolitnych pocetnosti vSetkych hodndt
znaku. Sucet vSetkych absolutnych pocetnosti sa rovna rozsahu stiboru (n) — poctu vsetkych
Statistickych jednotiek v subore.

Nl:ini

i=1

Relativna kumulativna pocetnost’ (F;) — sucet relativnych pocetnosti vSetkych hodnot
znaku. Sucet vSetkych relativnych pocetnosti sa rovna 1, resp. 100% .

k
F=Y7/ fiz% prei=1, 2,k
i=1

VYJADRENIE RADOV ROZDELENIA POCETNOSTI

Aby sme mohli posudit’ rozdelenie pocetnosti v jednotlivych triedach, je vhodné prehl'adne
vyjadrit’ pocetnost’ graficky alebo pomocou tabulky. Tabulku, ktord vyjadruje rozloZenie
pocetnosti, nazyvame tiez frekvenénou tabul’kou (tab. 7).

Priklad: Skimame ro¢ny thrn zrdzok v ombrometrickych staniciach okresu PreSov v roku
2001.

Tab. 7 Frekvencnd tabul’ka merani roénych vhrnov zrazZok

i x; mo | fiw) | N | Fi%)
1 220 2 12 2 12
2 250 1 9 3 21
3 270 4 26 7 47

Grafické vyjadrenie rozdelenia pocetnosti je zvyCajne ndzornejSie. Pri grafe rozdelenia
pocetnosti sa vyuziva kartézska siradnicova sustava. Na os x sa nanaSaju hodnoty znakov
jednotlivych prvkov (x;), resp. ich tried a na os y poé€etnosti (n, f;, N; F)).

Velmi &asté grafické vyjadrenie rozdelenia poéetnosti je v podobe histogramu, &o je stipcovy
graf. Vhodny je na vyjadrenie intervalového rozdelenia pocetnosti (graf 2). Je zlozeny zo
stipcov, ktoré reprezentuju jednotlivé intervaly. Intervalové hodnoty sa zvy&ajne nanasaju na
os X. Vyska stipca zodpoveda hodnote podetnosti intervalu (poéetnost’ moze byt absoltna
alebo relativna). PoCetnost’ sa oznacuje na os y. Histogramové vyjadrenie je vel'mi Casté pri
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vekovych pyramidach (graf 3), kde sa vSak pre nazornost’ tvaru vekovej pyramidy hodnoty
znaku (vekové triedy) nanasajii na os y a pocetnosti na os Xx.

Dal$ou formou grafického vyjadrenia rozdelenia poéetnosti je polygén, t.j. spojnicovy liniovy
(¢iarovy) graf, ktory sa vytvara spojenim bodov (graf 2). Na os x sa nandsa hodnota znaku,
resp. stred intervalu a na os y sa nanaSa hodnota pocetnosti (absolutna alebo relativna). Na
vyjadrenie kumulativnych pocetnosti sa pouziva tzv. ogivna krivka (suétova krivka, S-
krivka, ogiva (Galtonova ogiva — Galton zaviedol pojem ogiva)) - neklesajuca krivka,
ktord vznikne pospdjanim bodov, suradnice ktorych predstavuje hodnota znaku, resp. stred
intervalu na osi x a kumulativna pocetnost’ na osi y.

Graf 2 Histogram a polygon

histogram

pocet navstev kruzku

2-5 6-9 10-13 1417  18-21

vek respondenta

polygén

12

N //‘>
8

pocetnost vyskytu
D

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
14 16 18 20 22 24 26 28 30

pocet bodov z pisomky

Spracované podla: ilustrativne udaje autorov



Graf 3 Vekova pyramida
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Spracované podla:
http://'www.rajcany.sk/geograficke_udaje_o_obci/geograficke udaje o_obci_soubory/image010.gif

Typy rozdelenia pocéetnosti

Pocetnosti mézu byt’ rozdelené rdzne, preto aj grafy rozdelenia pocetnosti maju rozne tvary.
Z tvaru rozdelenia pocetnosti moZzeme usudzovat’ urCité vlastnosti skimaného javu alebo
oc¢akavany vyvoj v pripade Casovych radov. Napriklad z tvaru vekovej pyramidy vieme
odhadnut’ ocakévany vyvoj poc¢tu obyvatelov v urcitych vekovych kategoriach. Z hladiska
tvaru nas zaujima najmé sustredenie pocetnosti do urcitej triedy a v jej okoli (tvorba vrcholov,
lokdlnych extrémov v grafe) a potom symetria rozdelenia. Na zaklade toho rozoznavame
niekol’ko charakteristickych typov rozdeleni pocetnosti:

Jednovrcholové (unimodilne) rozdelenia - pocetnosti sa ststred'uju do jedného lokéalneho
maxima (vrcholu).

Viacvrcholové (multimodalne) rozdelenia - pocetnosti sa sustred’uju vo viacerych Castiach
rozdelenia. Ak ma rozdelenie pocetnosti viacero vrcholov, sved¢i to o urcitej heterogenite
Statistického suboru. V takomto pripade je potrebné preskumat’ priciny tejto heterogenity a
zvazit, ¢i by nebolo vhodnejsie rozdelit’ Statisticky sibor na viacero homogénnejsich Casti a
vyskum d’alej realizovat’ v ramci nich.
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Dvojvrcholové (bimodalne) rozdelenia — pocetnosti sa sustreduju v dvoch lokalnych
extrémoch.

U - rozdelenia (antimodalne) — protiklad k unimodalnemu rozdeleniu, pocetnosti su
koncentrované v najvysSich a najnizsich triedach a smerom k stredu rozdelenia sa zmensuju.

Symetrické (simerné) rozdelenie — pocetnosti sa od stredu rozdelenia s najvysSou
pocetnostou sa rovnakym spOsobom zmensuju a zvacSuju smerom Kk niz$im a vySSim
hodnotam Statistického znaku. Dokonalé symetrické rozdelenia v praxi zviac¢Sa neexistuju,
CastejSie su pribliZzne symetrické rozdelenia.
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Asymetrické (nesimerné) rozdelenia. Ak je graf pocetnosti vzhladom k svojmu vrcholu
zosikmeny dol'ava, ide o Pavostranne asymetrické rozdelenie, resp. rozdelenie s kladnou
Sikmost’ou (asymetriou) - pozitivne rozdelenie. PoCetnosti sa sustred’uji viac pri nizsich
hodnotach znaku a vysSie hodnoty si menej pocetné:

Ak je graf pocetnosti vzhl'adom k svojmu vrcholu zoSikmeny doprava, ide o. pravostranne
asymetrické rozdelenie, resp. rozdelenie so zapornou Sikmost'ou (asymetriou) - negativne
rozdelenie. Pocetnosti sa viac ststred’'uju pri vyssich hodnotach znaku.

Extrémne zoSikmené (asymetrické) jednovrcholové (unimodalne) rozdelenie - najvyssia,
resp. najnizsia hodnota znaku ma vyrazne najvacsiu pocetnost’ a pocetnosti ostatnych hodndt
znaku sustavne klesaju.
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Rektangularne (konStantné) rozdelenie - poCetnosti st rovnomerne rozlozené vo vsetkych
triedach.

Skumanim velkého mnozstva empirickych radov sa zistilo, Ze niektoré javy maju
charakteristicky tvar rozdelenia pocetnosti. Napriklad mnohé prirodné javy maju tzv.
normalne rozdelenie pocetnosti, ktoré je jednovrcholové a symetrické. Poznanie
charakteristickych tvarov rozdelenia pocetnosti umoziiuje empiricky rad porovnat’ s tzv.
teoretickym rozdelenim, ktoré je definované matematickou funkciou. Priklady teoretickych
rozdeleni pocetnosti: binomické, hypergeometrické, normalne (Gaussovo), Poissonovo,

. 2 . . . .
exponencialne, Studentovo, &  (chi-kvadrat), Fisherovo-Snedecrovo F-rozdelenie (pozri
kapitolu 7).

RieSené ulohy:

1. Dany je nasledovny empiricky rad 200 hodnot.

121518212427 303336394245495154576063 6652
131314122222282829353540414142426063 6548
252832334649 5861 65343758454558566267 6032
252832334649 5861 65343758454556566267 6415
6645606366121318212448511518213942452124
6540606365131314122241411314123535401222
6053 5267 602528 32334645452632333437583346
6458 62 67 64252532334645452832333437583346
56 674144474951 323566376638613859412766
2528323346495661653422222828293535404141
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Minimum je 5, maximum 67. Atribut (vysledok testu z prijimacich pohovorov) priradeny
Studentovi mohol nadobudat’ hodnotu od 0 do 70. Statistickou jednotkou je Student, ktory sa
zucastnil na prijimacich skuskach na skole X v meste N.

Empiricky rad vytriedte na:
a) rad pocetnosti a vytvorte kompletnu frekvencnu tabulku,

b) na rady skupinového rozdelenia pocetnosti s rozsahom intervalu 15 a s optimalnym
poctom intervalov a vytvorte kompletnu frekvencnu tabulku,

c) pre vSetky pripady skupinového rozdelenia pocetnosti zostrojte grafy rozdelenia
pocetnosti a z grafov urcite, k akému typu rozdelenia pocetnosti patria.

RieSenie:
a) Rad pocetnosti doplneny na frekvenénu tabulku (pozri str. 24).
Hodnoty N, f;, F;ziskame pomocou nasledovnych vzorcov pre i=1,2,....k:
k n k
N; :Z;,”i ; ﬁ:j,Fi :Zfz -

i= i=1

b) Rady skupinového rozdelenia pocetnosti doplnené na frekvencnt tabulku:
- Sirka intervalu h=15.

Hodnotu x; pre stanovenie pevnej Sirky intervalu vypocitame tak, ze k x,,;,, hodnote
pripoc¢itame A-/ Statistickych jednotiek suboru, ¢im dostaneme maximalnu hodnotu
rozpétia prvého intervalu. Pri stanoveni druhého intervalu v poradi zaCiname
najbliz§im c¢islom z oboru celych Cisel vyskytujicom sa po maximalnej hodnote
z prvého intervalu, pricom opét’ k nej pripo¢itame hodnotu 4-/ a postup opakujeme.
Absolutne pocetnosti n; pre jednotlivé intervaly si ndsledne uréime z tabul’ky a). Rad
skupinového rozdelenia pocetnosti doplnime na kompletni frekvencnu tabulku
obdobne ako v ulohe a).

X; n; N; fi F;
5-19 23 23 11,5 11,5
20-34 58 81 29 40,5
35-49 60 141 30 70,5
50-64 42 183 21 91,5
65-79 17 200 85 100
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Xi n; N; Ji F;
5 1 1 0,5 0,5
6 1 2 0,5 1
12 6 8 3 4
13 6 14 3 7
14 3 17 1,5 8,5
15 3 20 1,5 10
18 3 23 1,5 11,5
21 4 27 2 13,5
22 6 33 3 16,5
24 3 36 1,5 18
25 5 41 2,5 20,5
26 1 42 0,5 21
27 2 44 1 22
28 10 54 5 27
29 2 56 1 28
30 1 57 0,5 28,5
32 9 66 4,5 33
33 10 76 5 38
34 5 81 2,5 40,5
35 7 88 3,5 44
36 1 89 0,5 44,5
37 5 94 2,5 47
38 1 95 0,5 47,5
39 3 98 1,5 49
40 4 102 2 51
41 8 110 4 55
42 4 114 2 57
44 1 115 0,5 57,5
45 11 126 5,5 63
46 7 133 3,5 66,5
47 1 134 0,5 67
48 2 136 1 68
49 5 141 2,5 70,5
51 3 144 1,5 72
52 1 145 0,5 72,5
54 1 146 0,5 73
56 3 149 1,5 74,5
57 1 150 0,5 75
58 10 160 5 80
59 1 161 0,5 80,5
60 7 168 3,5 84
61 4 172 2 86
62 4 176 2 88
63 4 180 2 90
64 3 183 1,5 91,5
65 7 190 3,5 95
66 5 195 2,5 97,5
67 5 200 2,5 100
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- optimalny pocet intervalov

Stanovenie optimalnej Sirky intervalu 4 vychadza zpoznania k& - poctu
tried Statistického stboru a variatného rozpdtia  (rozdielu medzi najviacSou
a najmensou hodnotou Statistického znaku v stibore). Pocet tried si vypocitame podla
vzorca k ~1+3,3logn=1+3,310g200~9, kde n predstavuje pocet Statistickych
jednotiek suboru (v naSom pripade 200). Nasledne uréime S$irku intervalu:
-X 67-5

min

h — xmax

k g ="

X; n; N; fi F;
5-11 2 2 1 |
12-18 21 23 10,5 11,5
19-25 18 41 9 20,5
26-32 25 66 12,5 33
33-39 32 98 16 49
40-46 35 133 17,5 66,5
47-53 12 145 6 72,5
54-60 23 168 11,5 84
61-67 32 200 16 100

¢) Grafy rozdelenia pocetnosti:

- pre Sirku intervalu 15

58 60

601
42
50+
40+
30 17
20+

10

NG
w

absolutna pocetnost’

5-19  20-34 3549 50-64 65-79

hodnota znaku

Odpoved’: Unimodalne asymetrické rozdelenie poc¢etnosti.
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- pre optimalny pocet intervalov

o
(4)]

35, 32 32

30+ 25

23
25 | 21

18
20

15. 12

104

absolitna pocéetnost’

5-11 19-25 33-39 47-53 61-67

hodnota znaku

Odpoved’: Unimodalne asymetrické rozdelenie pocetnosti.

2. Vtabulke su uvedené informacie o priemernom uhrne zrazok (v mm) podla zrazkomernej
stanice Jovsa za obdobie 1931-60. Z uvedenych hodnot vytvorte rad pocetnosti a ten dopliite
na kompletnu frekvencnu tabulku.

Priemerny vuhrn zrdaZok (v mm) za obdobie 1931-60

Obdobie L 1L 111 V. V. VI VIL vil. | IX. | X XL XII

Jovsa 60 53 41 45 66 89 85 85 55 66 72 71

Spracované podla: SHMU Kosice

RieSenie:
a) Rad pocetnosti doplneny na frekvencnu tabulku:

Rad pocetnosti ziskame vyuzitim ¢iarovej metody. Nasledne ho doplnime na kompletna
frekvencnu tabulku, kde hodnoty N, f; a F; vypocitame pomocou nasledovnych vzorcov
pre i=12,..., k:

26




*

X; n; N; fi F; fi F;
41 1 1 8,3 8,3 8,325 8,325
45 1 2 8,3 16,6 8,325 16,65
53 1 3 8,3 24,9 8,325 24,975
55 1 4 8,3 33,2 8,325 333
60 1 5 8,3 41,5 8,325 41,625
66 2 7 16,7 58,2 16,7 58,325
71 1 8 8,3 66,5 8,325 66,65
72 1 9 8,3 74,8 8,325 74,975
85 2 11 16,7 91,5 16,7 91,675
89 1 12 8,3 99,8 8,325 100

Pozndmka: Hodnoty f; sme boli niiteni upravit, nakol’ko posledna hodnota v stipci F;"
bola mensia ako 100 %. Pri uprave hodndt f; sme pocitali velkost absolttnej chyby.
V uvedenom pripade sme mali dve moznosti: zaokrihlit smerom nahor ¢isla 16,7 o1
desatinné miesto (absolutna chyba mala velkost: 16,8-16,7=0,1 alebo zaokrhlit smerom
nahor ¢islo 8,3. Nakol'’ko mame az 8 ¢isel s tou istou ¢iselnou hodnotou a vSetky ¢isla je nutné
zaokruhlit' o rovnaka velkost absolttnej chyby tak, aby sme navysili hodnotu posledného
Gisla vstipci F; o 2 desatinné siesta, pocitali sme podiel 0,2/8=0,025. Teda kazdé ¢&islo
s hodnotou 8,3 by sme mali zvysit' na 8,325. Velkost absolutnej chyby by v tomto pripade
bola: 8,325-8,3=0,025, o je menej ako velkost’ absolutnej chyby u cisla 16,7. Z tohoto
dévodu sme navySovali &isla 8,3. Upravené hodnoty po navyseni su uvedené v stipci f;,

z ktorého sme nasledne vypocitali hodnoty F;.

NerieSené ulohy:

1.V tabulke su uvedené informacie o priemernom uhrne zrazok (v mm) podla

zrdzkomernej stanice Vinné za obdobie 1931-60.

Priemerny uhrn zraZok (v mm) za obdobie 1931-60

Obdobie

L

11

111

V.

V.

Vi

Vil

ViIIL

X

XI.

XII.

Vinne

45

44

34

42

59

81

84

73

47

56

62

57

Spracované podla: SHMU Kosice

Z uvedenych hodnot vytvorte:

a) rad pocetnosti a ten dopliite na kompletnu frekvencnu tabulku,

b) rady skupinového rozdelenia pocetnosti s rozsahom intervalu 15 a s optimalnym

poctom intervalov a vytvorte kompletnu frekvencnu tabulku,
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c) pre skupinové rozdelenie pocetnosti zostrojte graf rozdelenia pocetnosti a z grafu
urcite, k akému typu rozdelenia pocetnosti patri.
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4 Stredné hodnoty

Stredné hodnoty st suhrnné, zovSeobeciiujuce, reprezentativne ciselné hodnoty, ktoré
vyjadruju urovein hodndt znaku Statistického suboru. Mézu to byt hodnoty, ktoré su pre
Statisticky stbor typické, ocakavané, najCastejSie alebo hodnoty, okolo ktorych st rozlozené
vSetky ostatné hodnoty.

Umoziuju jednoduché a prehladné porovnavanie skimaného javu v dvoch aj viacerych
Statistickych suboroch na vSeobecnej urovni.

Oznacuju sa aj ako momenty polohy, pretoZze udavaju jednym cislom polohu skimaného
stiboru na osi X.

MozZeme ich rozdelit’ do dvoch skupin:
e stredné hodnoty, ktorych velkost’ zavisi od hodnot znaku vsetkych jednotiek suboru,

¢ stredné hodnoty, ktorych vel'kost nie je zavisla od hodnét znaku vsetkych jednotiek suboru.

STREDNE HODNOTY ZISKANE VYPOCTOM ZO VSETKYCH HODNOT SUBORU

Velkost' takychto strednych hodnét zavisi od velkosti hodndt znaku vSetkych jednotiek
stiboru. Tuto skupinu reprezentuju priemery.

Aritmeticky priemer X

Aritmeticky priemer je najCastejSie pouzivanou strednou hodnotou. Vypocita sa ako sucet
hodnét znaku deleny poctom jednotiek. Vyhodou je jednoduchost’ vypoctu, nevyhodou
citlivost’ na existenciu extrémnych (vybocujicich) hodndt, ktoré priemer zmenia tak, ze
nepredstavuje reprezentativnu hodnotu. Priklad: Priemernd mesa¢nd mzda v spoloc¢nosti, kde
Styria zamestnanci maju mzdu 700 EUR a jej riaditel’ 2 200 EUR je 1 000 EUR. Tato suma
nereprezentuje adekvatne mzdu zamestnancov a ani riaditel’a.

Uvedeny problém citlivosti aritmetického priemeru na extrémne hodnoty sa rieSi pouzitim
inej strednej hodnoty (napr. medidnu) alebo vyli¢enim extrémnej hodnoty zo Statistického
suboru, najmd ak mame dostato¢ne velky Statisticky stbor a existuje dovod sa domnievat, ze
extrémna hodnota mohla byt spdsobend nejakou chybou (napr. preklepy, chyby merania).

Vypocet aritmetického priemeru:
a) jednoducha forma

- sucet vSetkych hodndt kvantitativneho znaku x;, kde i=17,2,...,n delime poctom tychto
hodno6t, teda rozsahom suboru n
in
X+ X, +o.+Xx, S

i= ==
n n
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b) vazena forma

- ak st hodnoty usporiadané do radov pocetnosti a radov skupinového rozdelenia pocetnosti,
vyuZiva sa viacnasobny vyskyt rovnakej hodnoty, a teda rovnaké hodnoty nesc¢itavame, ale
nasobime ich poctom (n;):

s X
n n

Aritmeticky stred intervalu:

Pri skupinovom rozdeleni pocetnosti sa hodnota x, ziska ako aritmeticky stred

intervalu.

5§ = xmax ;xmin , kde

s,  predstavuje stred i-teho intervalu,

je jeho horna hranica,

xmax

X,.., jeho dolna hranica.

Aritmeticky stred intervalu je teoreticka hodnota, ktord nahradza vsetky hodnoty
z daného intervalu (plati to len v pripade, ak je rozdelenie pocetnosti v intervale relativne
spojité, nie extrémne skokovité).

¢) metoda vhodne zvoleného pociatku

Metoda vhodne zvoleného pociatku umoziuje zjednoduseny vypocet aritmetického
priemeru. Vychddza z vlastnosti aritmetického priemeru, Ze ak pripoCitame, odpocitame,
vydelime, alebo vynasobime kazdu hodnotu Statistického suboru konStantou, aj hodnota
aritmetického priemeru sa zvac¢si, zmensi, vydeli, vyndsobi o tito konstantu.

Pri aplikacii metddy postupujeme tak, ze zmensime vSetky hodnoty znaku o konstantu
a (zvacsa stred toho intervalu, ktory je blizky hodnote h'adaného priemeru) a takto zmensené
hodnoty delime konsStantou / (zvicsa je to Sirka intervalu). KonStanty volime tak, aby nova
premenna mala priemer blizky nule a aby rozdiely medzi stredmi intervalov boli jednotkové.

. , , L , X, —a . .
Vytvorime tak nova premennt, ktort vyjadrime vztahom: z;, = — Z pomocnej premennej

_ Z,'n;

1

z, nasledne vypocitame aritmeticky priemer pomocou vzorca z = -——— . VazZeny priemer
n

k
=1
povodnych hodnét dostaneme zo vztahu: x=z-h+a.
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Sirka intervalu
Sirku intervalu # mozno vypoéitat’ podl'a nasledovného vztahu:

a) v pripade, Ze hodnoty x, nadobtdaju len celo€iselné hodnoty, h=x_,  —x . +1,

min

b) v pripade, Ze hodnotou x, moze byt akékol'vek redlne ¢islo, A=x_ —x

Vlastnosti aritmetického priemeru:

1. Stélost’ suctu hodnét znaku - ak kazdu hodnotu znaku nahradime aritmetickym
priemerom, ich sicet sa nezmeni:

k
X\ +X +etx, =x+x+..+x, teda inni = xn pre jednoduchu formu
i=1

— — - k -
X0+ X0, +.. X0, =Xn, +xn, +..+xn, , tedainnl. = xn pre vazenl formu.
i=1

2. Sucet odchylok jednotlivych hodndt znaku od ich aritmetického priemeru sa rovna 0:

n

Z(xi—;)=0

i=1

3. Sucet Stvorcov odchylok hodnot znaku od aritmetického priemeru je minimalny, t j.
mensi jako stcet Stvorcov odchylok od I'ubovol'ne zvoleného ¢isla.

n n

Z(Xi _;)2 < (x —a)

i=1 i-1
4. Aritmeticky priemer radu pozostavajiceho z konstanty ¢ sa rovna tejto konStante:

k —
X, =X, =..=X, :c—>in =nc—>c=x
i=1
5. Aritmeticky priemer zo suctu hodnot znaku x;a y,sa rovnd suctu ich aritmetickych
priemerov:

[ l n l n 1 n — —
x+y=_2(xi+yi):_zxi+_zyi:x+y

i=1 n i n i

6. Aritmeticky priemer z rozdielu hodn6t znaku x,a y,sa rovnd rozdielu ich
aritmetickych priemerov:

1 <& 1< 1 <& _
X—)y= Z('xi—yi):_zxi__zyi:x_y
i=l n s n g

n_
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Harmonicky priemer X,

Harmonicky papier sa pouziva vtedy, ked’ je medzi hodnotami znaku a vyslednym javom
nepriamy vztah, t.j ked’ s vahy hodnot znaku dané nepriamo alebo ked’ sa priemer pocita
z pomernych ¢isel.

Vypocet harmonického priemeru:

a) jednoducha forma

5 - n . n
G 1 51
—+ 4.+ —
XX, = x,

X i-1 X

n

b) vazena forma

- ak mame vyjadrené aj pocetnosti hodnét znaku

k

Z”i
1 _ =l

1 1 &y,
—n+—n+.+t—n, Z—l
X X Xk i=1 X;

no+n,+..+n,

X, =

¢) z pomernych cisel

Pre pomerené Cisla oznac¢ené symbolom w plati w = 1, pricom y predstavuje Ciselna
X

hodnotu, ktorej velkost’ na jednu jednotku x sa vyjadruje ¢islom w, a x je zaklad pomerného
¢isla. Ak pozname n pomernych ¢isel w,pre i=1,2,...n a mame vypocitat’ ich priemer, musime
brat’ do Uivahy skutocnost’, Ze kazdé pomerné Cislo v Statistickom sibore mdéze mat’ ré6znu
vahu, ktora je dana zdkladom pomerného ¢isla (Bakytova 1975).

Priemer z pomernych Cisel sa urci:

— ak su zname priame vahy (zdklad pomerného c¢isla), pouzijeme tvar vazeného
aritmetického priemeru

32



— ak pozndme len nepriame vahy (Citatela pomernych ¢isel), pouZzijeme tvar

vazen¢ho harmonického priemeru

— v pripade, ze pozname citatel'a 1 menovatel'a pomernych ¢isel, moézeme ich priemer

urcit’ priamo

n
_ Zyz-
_ =l
w= P
2%
i=1

Vlastnosti harmonického priemeru:

1. Stalost’ suctu obratenych hodndt znaku — ak kazda
harmonickym priemerom, ich stcet sa nezmeni.

1 1 1 1 1 1
—t .t =t =+ =

X, X, X, X, X

n

X

Zi SN Z = ”Ll — pre jednoduchi formu

e 2

i=1 X;

n, o n n, n n n
Ly 2 pk—Lp 24 42k
X X X o Xy X, X

k k
S
> L=+, =-=— —pre vazeni formu
_ XX, o

i=1 X;

1

2. Harmonicky priemer konstanty sa rovna danej konstante.
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3. Ak nasobime (delime) vahy v Statistickom subore 'ubovol'nou konstantou c, vel'kost’
vypocitaného harmonického priemeru sa nezmeni.

k k

cn, cy.n; Yo
— i=1 — i=1

cn, “n, &,

2 X

X; i=l1 Xl- i=1 )Ci

1

M-

i=1

X, =

™

1l
—_

1

Geometricky priemer x,

Geometricky priemer sa pouZiva v pripadoch, kedy ma redlny zmysel sucin hodndt
skimaného znaku (multiplikativny vztah medzi veli¢inami). Definujeme ho jako n-ta
odmocninu zo sucinu ni-tych mocnin jednotlivych hodndét znaku (n je rozsah stboru).
Vyuziva sa pri vypocte priemerného, resp. planovaného tempa rastu (napr. poctu obyvatel'ov
miest). Geometricky priemer je moZné pocitat’ iba z hodndt, ktoré su kladne. Ak je x, >1

dochadza k priemernému ndrastu skuamané¢ho javu, ak je x, <1, dochadza k priemernému

poklesu.

jednoducha forma:

n
X, =80X Xy X, =1 Hxl.
i=1
vazena forma:

k
¥ o=y "2 T — n;
xg—ﬁxl Xy et Xyt =4 I |xi
i=l1

Geometricky priemer sa niekedy nazyva aj logaritmicky priemer. Odmocniny vysSich radov
sa pocitajd komplikovane, preto sa pre vypocet geometrického priemeru vyuziva
logaritmovanie. Zlogaritmovanim poévodného vyrazu dostdvame:

jednoducha forma

n

logx, :l-(logx1 +logx, +...+logxn):l-210gx,
n n

i=1

vazena forma

k
-1 .
log¥, = n, -logx, +n, -logx, +...+n, -logx, _ ;n, 8%

no+n,+..+n,
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STREDNE HODNOTY ZiSKANE VYPOCTOM IBA Z NIEKTORYCH HODNOT
SUBORU

Niekedy pri Statistickom rozbore nastane situacia, kedy priemery dostatocne necharakterizuju
Statisticky subor:

- ich hodnoty su vyrazne ovplyvnené extrémnymi hodnotami suboru,

- nepozname hodnoty vSetkych prvkov suboru.

Vtedy je potrebné pouzit’ iné stredné hodnoty, ktoré nie su odvodené zo vsetkych tdajov
suboru, ale iba z niektorych hodnot.

Median

- strednd hodnota, ktord rozdel'uje usporiadany Statisticky subor na dve rovnako pocetné
Casti,

- je necitlivy voéi extrémnym hodnotdm a jeho urcenie je velmi jednoduché, nakolko
nepotrebujeme poznat’ vSetky hodnoty suboru,

- oznadenie: O/, resp. X.

Vypocet medianu v Statistickom subore:

a) s neparnym poctom jednotiek:

- medién je realna hodnota,

- je to hodnota r-tej Statistickej jednotky
X=x_,

r

ktorej poradie vypocitame podla vztahu:

n+l
V=
2

9

Pr.:2,5,7,8,11 ->x=7

b) s pArnym poc¢tom jednotiek:
- median je teoreticka hodnota,

- je to priemer hodnoty znaku r-tej a (r+1)-¢j Statistickej jednotky,

~ xr + ‘xr+1
X = —2 N
oy n
prlcom r = E
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Pr.:1,3,5.7.9,11 >X=6 (7+5)/2

¢) pre intervalové rozdelenie pocetnosti:

- bezprostredne je mozné urcit’ iba medidnovy interval, t.j. interval, do ktorého patri x, a x

r+l°

- konkrétne hodnoty medidnového intervalu nie su zname, a tak sa median urc¢i linedrnou
interpolaciou:

1. pre relativne pocetnosti:

a - dolna hranica medianového intervalu,

h - Sirka medianového intervalu,

r—l1
z [, - relativna kumulativna pocetnost po medianovy interval,
i=1

f~ - relativna pocetnost medianového intervalu,
X

2. pre absolutne pocetnosti:

n+l &
Foa+h 2T
-

X

r=1
Zni - absolutna kumulativna pocetnost po medianovy interval,
i=1

n. - absolitna pocetnost medianového intervalu.

N\
Modus X  (zlat. modus — spdsob, miera)

- najcastejSie sa vyskytujuca hodnota roztriedeného Statistického suboru, teda hodnota
s najvyssou (maximalnou) pocetnostou,
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- na grafe rozdelenia pocetnosti pri jednovrcholovom rozdeleni - je modus x-ovou stradnicou
jeho vrcholu,

- pri dvojvrcholovych rozdeleniach mozno obidva vrcholy krivky pokladat’ za modus, aj ked’
vrcholy nie st rovnako vysoké — tzv. bimodalne rozdelenia,

- pri niektorych typoch nema zmysel hovorit' 0 mode (ked’ krivka rozdelenia pocetnosti nema
nijaky vrchol) — tzv. antimodalne rozdelenia.

Urcenie modusu zo skupinového rozdelenia pocetnosti

Pri skupinovom rozdeleni pocetnosti sa priamo ur¢i iba modalny interval, t.j. interval
s maximalnou pocetnostou. O polohe modusu v najpocetnejSom intervale sa predpoklada, ze
jeho vzdialenost’ od dolnej, resp. hornej hranice je timernd rozdielom medzi najvicSou
pocetnost’ou a pocetnostou predchadzajiceho, prip. nasledujuceho intervalu. Polohu modusu
v modalnom intervale je mozné urcit dvoma spdsobmi:

a) vypoctom:

1. pre rovnako vel’ké intervaly

;_ ¢ _ Py _ Mot ~ Mot
— Mo ’

2 nMo+1 + nMofl + 2 ) nMo

Sy, — Stred moddlneho intervalu,

h,,,— Sirka moddalneho intervalu,

n,,, — pocetnost' modalneho intervalu,

n,, , —pocetnost intervalu nachadzajuceho sa pred moddlnym intervalom,

n,,. —pocetnost intervalu nachddzajiceho sa za modalnym intervalom.

2. pre nerovnako vel’ké intervaly

)AC_ ¢ _ Py ) Matot Patot = Mot * Mg
— Mo
20 My My T By 200y, 0 By,

o

- jednotlivé pocetnosti intervalov sa nasobia Sirkou tychto intervalov,
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b) graficky - lokalizdciou vrcholu v grafe, tj. od¢itanim hodnoty znaku s najvySSou
pocetnost’ou.

Vztahy medzi strednymi hodnotami

Vzdialenost medzi aritmetickym priemerom, medianom a modusom urcitym spdsobom
charakterizuje asymetriu Statistického stiboru a mdze sa stat’ vychodiskom pri konstrukcii
mier asymetrie. Cim je rozlozenie poletnosti simernejsie, tym menej sa li§i Groven
aritmetického priemeru, medianu a modusu. Ak je rozdelenie pocetnosti v subore uplne
symetrické vzhl'adom na urciti hodnotu znaku x;=a, ktord sa v sibore vyskytuje najCastejsie,
potom:

Ak je rozdelenie asymetrické, aritmeticky priemer je vzhl'adom na modus posunuty smerom
k zoSikmenej Casti krivky rozdelenia pocetnosti a medidn je priblizne v tretine vzdialenosti od
aritmetického priemeru smerom k modusu:
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7

X X X
Pre priblizné ur¢enie modusu v $tatistickom stubore plati vztah: x=Xx-3-(x —X).

RieSené ulohy:

1. Zo skupinového rozdelenia pocetnosti vypocitajte aritmeticky priemer metodou vhodne
zvoleného pociatku.

X; n;
10-19 2
20-29 22
30-39 16
40-49 8
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RieSenie:

X, n, S, s, —a s, —a z.n,
z, = P
10-19 2 14,5 -20 -2 -4
20-29 22 24,5 -10 -1 -22
30-39 16 34,5 0 0 0
40-49 8 44,5 10 1 8
50-59 2 55,5 20 2 4

Pozndmka: Cislo 34,5 si vyberieme za konstantu a (Mozné je vybrat’ si akékol'vek &islo zo
stipca s, aviak najvyhodnejSie je zvolit' si Cislo v strede stipca). Sirku intervalu vyratame

pomocou vzorca h=x__ —x_. +1.

min

5
A gy

n 50
x=z-h+a=-028-10+34,5=317.

=-0,28 a vratime sa  kvypoctu

Vypocitame  si

2. Jeden vyrobok zhotovuje v dielni niekolko robotnikov. Jeden z nich ho vyrobi za 4 minuty,
ini 10 za 5 minut, dalsi 12 za 6 minut, 5 za 10 minut a 6 za 12 minut. Vypocitajte priemerny
pocet minut potrebnych na zhotovenie vyrobku.

RieSenie:
x; (Cas v minutach) n; (pocet robotnikov)
4 1
5 10
6 12
10 5
12 6

Nakol'ko medzi hodnotou znaku a vyslednym javom je nepriamy vzt'ah, pouzijeme
vzorec pre harmonicky priemer (¢im Sikovnejs$i je robotnik, tym kratSi ¢as potrebuje na

zhotovenie vyrobku).

.MU‘

N

= _ 5 " om+n,+..+ng  1+410+12+5+6 6.5
~x x x, x;, 4 5 6 10 12
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Odpoved’: Robotnik potrebuje v priemere 6,5 mintty na zhotovenie vyrobku.

3. Vtabulke su wuvedené informdcie o pocte obyvatelov, rozlohe a hustote zaludnenia
v okresoch Trnavského kraja za rok 1995. Vypocitajte priemernu hustotu zaludnenia
v Trnavskom kraji, ak pozndte:

a) hustotu zaludnenia a rozlohu vizemia,
b) hustotu zaludnenia a pocet obyvatelov,

¢) pocet obyvatelov a rozlohu uizemia.

Okresy Pocet obyvatelov Rozloha okresu Hustota zaludnenia
(v km?) (obyvatel'ov/km?)
Trnava 126 333 741 1705
Dunajska streda 111100 1075 103,3
Galanta 93 808 641 146,3
Hlohovec 45 595 267 170,8
Piestany 64 079 381 168,2
Senica 60 502 684 88,5
Skalica 46 550 359 129,6

Spracované podla: Korec, et. al. 1997

RieSenie:

Pri rieSeni uvedenej ulohy vychadzame zo vztahu w = Z, kde y predstavuje Ciselnu
X

jednotku, ktorej velkost’ sa vyjadruje na jednotku x — zaklad pomerného ¢isla, w je pomerné
¢islo.

a) ak pozndme priame vahy (zdklad pomerné¢ho ¢isla - v naSom pripade ho predstavuje
rozloha okresu), vyuzijeme vztah vazeného aritmetického priemeru:

,

Zwi_xi

=M 5479145
! 4148
in
=1

~132,1

w =
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Rozloha okresu Hustota zal'udnenia WX,
(v km?) - x; (obyvatelov/km?) -w;
741 170,5 126340,5
1075 103,3 111047,5
641 146,3 93778,3
267 170,8 45603,6
381 168,2 64084,2
684 88,5 60534
359 129,6 46526,4
X=4148 X=547914,5

b) ak st dané len nepriame vahy (Citatel pomernych ¢isel), je vhodné vyuzit' nasledovny

vzt'ah:

w =

:
zyi

i=1

Ly, 41484
2,

1

_ 47967 _ 140,

5

Pocet obyvatelov - , Hustota zal'udnenia ¥,
(obyvatelov/km®) - w, Wi

126 333 170,5 741,0

111 100 103,3 10755

93 808 146,3 641,2

45 595 170,8 266,9

64 079 168,2 381,0

60 502 88,5 683,6

46 550 129,6 359,2

X=547 967 X=4148,4

¢) v pripade, Ze pozname Citatel'a a menovatel'a pomernych ¢isel, mozno priemer vypocitat

automaticky:
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7
27 547967
z 4148
xi
-

w =

~132,1.

i

4. Nasledujuca tabulka poukazuje na spotrebu elektrickej energie za roky 1991-1997. Zistite
priemerny rocny koeficient rastu spotreby elektrickej energie za celé sledované obdobie 1991-
1997 ak viete, zZe spotreba elektrickej energie v roku 1992 poklesla vzhladom na rok 1991 o
2% a v roku 1997 vzrastal vzhladom na rok 1996 o 3%.

Rok Spotreba energie (v mil. kWh)
1991 1235

1992 nepozndame

1993 1348

1994 1212

1995 1281

1996 1300

1997 nepozndame

RieSenie:

Najprv si vypocitame roéné koeficienty rastu. Ak pozname hodnoty spotreby elektrickej
energie pre dva po sebe nasledujice roky, potom roc¢ny koeficient rastu vypocitame ako

X; . S : .. .
x, ==L kde x; predstavuje spotrebu elektrickej energie v ur€itom roku a x;,, spotrebu

elektrickej energie v roku po fiom nasledujucom. V pripade roku 1992 sice hodnotu spotreby
elektrickej energie nepozname, no ak uvazime, Ze spotreba elektrickej energie v roku 1991
bola 100% a v roku 1992 uz len 98%, potom pre ro¢ny koeficient rastu x, za sledované
obdobie 1992/91 plati: x, = % =0,98. Obdobne by sme mohli vypocitat’ aj hodnotu ro¢ného

koeficientu rastu pre obdobie 1997/96: x, :% =1,03. Nakol'ko v roku 1992 sa spotreba

elektrickej energie znizila o 2% na uroven 1210,3 mil. kWh, pre ro¢ny koeficient rastu za

sledované obdobie 1993/92 plati: x, _ 1348
1210,3

roéného koeficientu rastu vyratame zo vzorca pre geometricky priemer, kde n bude
predstavovat’ pocet sledovanych obdobi, hodnoty x; ro¢né koeficienty rastu a hodnoty

=1114. Vysledni hodnotu priemerné¢ho

n,,n,,...,nsbudd v danom pripade rovné 1, nakol'ko priemerny roény koeficient rastu sme
sledovali stale v ramci obdobia jedného roka.
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Obdobie Ro¢ny koeficient rastu
1992/91 0,98

1993/92 1,114

1994/93 0,899
1995/94 1,057

1996/95 1,015

1997/96 1,03

Poznamka: Ak by sme nemali tdaje o ronom koeficiente rastu za sledované obdobie
1992/91 a 1993/92, ale len tidaje o rocnom koeficiente rastu x, za obdobie 1993/91, potom by
sme za n, dosadili hodnotu 2.

%, = x =4 x e xg =4/0,98-1,114-0,899-1,057-1,015-1,03 ~ 1,014

Odpoved’: Priemerny rocny koeficient rastu za sledované obdobie 1991-1997 mal hodnotu
1,014.

5. Vroku 1995 wtazila tazobna spolocnost 400 000 ton zeleznej rudy a v roku 1999 az

450 000 ton. Vypocitajte priemerny rocny koeficient rastu tazby rud za celé sledované
obdobie 1995-1999. O kolko percent priemerne rocne sa zmenila tazba rud?

Riesenie:

Nakol’ko ide o vypocet tempa rastu, pouzijeme vzorec pre vypocet geometrického priemeru:

Rok Tazba zeleznej rudy (v tonach)
1995 400 000

1996 nepozname

1997 nepozname

1998 nepozname

1999 450 000

Ozna¢me tazbu v jednotlivych rokoch ako x,,x;,x;,x,,x;. Potom pre priemerny
ro¢ny koeficient rastu plati:
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Obdobie Ro¢ny koeficient rastu

1996/95 o

1997/96 °

1998/97 °

1999/98 o

X, :Q/xl"l X5 X =4\/x1 Xy e X, =42 2
1,03-1,0=0,03, t.j. 3%.
Odpoved’: Priemerny roény koeficient rastu bol 1,03. Tazba rid stupla o 3%.
6. Zvysledkov bodového ohodnotenia ziakov na konci semestra vypocitajte

a) median,

b) modus.

Body Pocet ziakov

10 2

15

17

19

“wW [ Co | &N W

25

RieSenie:

a) Nakol'’ko rozsah suiboru je parny, pre vypocet medianu pouzijeme nasledovny vzorec:

n
xr + xr+1 kde yV=—-
2

X= ,
2

45

b
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Body (x;) pocet ziakov (n;) N;
10 2
15 5 7
17 6 13
19 8 21
25 3 24
n 24 ., ,

r= 5 = 5 =12, teda median ma hodnotu:
o5 tX XX 17+17 17
2 2 2

b) Modus je Statistickd jednotka, ktorej absolutna pocetnost je najvicsia, t.j. 19.

7.V tabulke su uvedené informdcie o pocte deti, ktoré navstevuju zaujmovy kruzok:
a) vypocitajte priemerny vek deti, ktoré navstevuju zaujmovy kruzok,
b) vypocitajte vek deti, v ktorom je navstevnost kruzku najvicsia,

¢) vypocitajte vek, do ktorého navstivi kruzok polovica vietkych deti.

Vek deti Pocet deti
(5-7> 5
(7-9> 10
9-11> 5
(11-13> 4
(13-15> 3
RieSenie:

a) Cielom je vypocitat’ aritmeticky priemer. Vek deti si ozna¢ime ako x;, pocet deti ako n;.
xmax + ‘xmin

Stred intervalu vypoc¢itame pomocou vzorca s, = 5
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Vek deti (x;) Pocet deti (n;) Si Sin; Ni
(5-7> 5 6 30 5
(7-9> 10 8 80 15
9-11> 5 10 50 20

(11-13> 4 12 48 24
(13-15> 3 14 42 27
k
250 s

i=l1

—~=9,26.

Aritmeticky priemer: x=
n 27

Odpoved’: Priemerny vek deti, ktoré navstevuju zaujmovy krazok je 9,26 roka.

b) Uloha vedie k vypoétu modusu. Najprv si musime urétit modalny interval. Modalnym
intervalom je interval, ktorého absolitna pocetnost je najvécsia, teda interval (7-9>. Nasledne
vypocitame Sirku intervalu. Nakolko ide o matematické spojité intervaly, kde hodnota x;
moze predstavovat’ akékol'vek c¢islo z oboru redlnych disel, Sirku intervalu ur¢ime ako
h=x, =X -

modalny interval

f
Vek deti (x;) Pocet  deti | s Ni
()

(5-7> / 5 6 5

@ / 10 8 15

(9-11> 5 10 | 20

(11-13> 4 12 24

(13-15> 3 14 | 27

Modus:
;:SMo_hMo_ Maro-1 ~ Mot :8_2_ 5-5 _
2 ny,tn,  +2-n,, 2 5+5+2.10

Odpoved’: Navstevnost kriuzku je najvéacsia vo veku 8 rokov.

c¢) V pripade, Ze mame vypocitat’ vek, do ktorého navstivi krazok polovica vSetkych deti, ide
o urcenie hodnoty medidnu. Nakol'ko opdt’ pracujeme s matematickymi spojitymi intervalmi,
kde hodnota x; moze predstavovat’ akékol'vek Cislo z oboru redlnych cisel, Sirku intervalu
ur¢ime ako A=x_,_ —x_ . Medidnovym intervalom bude ten, v ktorom sa nachadza

max min
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relativna kumulativna pocetnost 50%, teda ten interval, v ktorom sa nachadza 50%
Statistickych jednotiek suboru.

/

medidnovy interval

Vek deti (x;) / Pocet  deti | Ni f; F;
(n;)
(5-7> / 5 5 | 01852 | 0,1852
@ / 10 15 | 03704 | 0,5556
9-11> 5 20 | 0,1852 | 0,7408
(11-13> 4 24 | 0,1481 | 0,8889
(13-15> s () o | 100

N

n — rozsah suboru
Median:

0,5->f,
X=a+h ———=— :7+2~—0’5_0’1852 ~
1. 0,3704

Ak pouzijeme vzorec pre absolutne pocetnosti, medianovy interval by sme urcili
1 1 : ey
pomocou vzorca k:E(n+1):E(27+l)=l4. Vypocitané k udava poradie Statisticke;j

jednotky, ktord mi predstavuje medidn (teda median je Strnasta Statisticka jednotka v poradi).
Z uvedeného vyplyva, ze median sa nachadza v intervale (7-9>.

n+l1 &

—_— nl
f:a+h.2—i=lz7+2.l4__5:8,8
n; 10

Poznamka: Uvedend odchylka medzi vypoctom hodnoty medianu z absoltatnych a relativnych
pocetnosti nastala v dosledku zaokrahl'ovania ¢isel.

Odpoved’: Polovica vsetkych deti navstivi krizok do veku 8,8 roka.

NerieSené ulohy:

1. Zo skupinového rozdelenia pocetnosti vypocitajte aritmeticky priemer metodou vhodne
zvoleného pociatku.
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X; n;
10-14 3
15-19 6
20-24 8
25-29 4

2. Do vodnej nadrze vtekaju tri rieky. Keby do prazdnej nddrze vtekala kazda rieka osobitne,
potom prva by ju naplnila za 300 dni, druha za 400 dni a tretia za 600 dni. Vypocitajte
priemerny pocet dni potrebnych na naplnenie nadrze riekou.

3. Vtabulke su informdcie o rozlohe osevnych ploch v jednotlivych krajoch SR, produkcii
obilia v tondch a priemernych vynosoch obilia z 1 hektara v tondch. Vypocitajte priemerny
vynos obilia z 1 ha osevnej plochy v ramci celej Slovenskej republiky, ak poznate:

a) rozlohu osevnej plochy a vynos v tondch z 1 ha,
b) produkciu obilia a vynos v tonach z 1 ha,

¢) produkciu obilia a rozlohu osevnej plochy.

Kraj Produkcia obilia Rozloha osevnej plochy Vynos v tondach z 1 ha
(v tondach) (v ha)
Bratislavsky 151112 39558,1 3,82
Trnavsky 716 028 157 368,8 4,55
Trenciansky 166 438 43 915,0 3,79
Nitriansky 1167111 2537198 4,60
Zilinsky 54 363 17 650,3 3,08
Banskobystricky 234 793 74 537.5 3,15
Presovsky 138 007 49 464,9 2,79
Kosicky 300 952 96 769,1 3,11

Spracované podla: Sprava o polnohospodarstve a potravindrstve v Slovenskej republike 2007 (stav za rok 2006)
- (Zelena sprava, 2007) a Statisticka rocenka regionov Slovenska 2007 (udaje su za rok 2006).

4. Vypocitajte priemerny rocny koeficient rastu obyvatelstva SR v obdobi 1992-1997. Urcte,
aky bol priemerny rocny koeficient prirastku obyvatelstva a o kolko percent sa priemerne
rocne zmenil pocet obyvatelov (teda priemerné rocné tempo prirastku obyvatelstva) .

Rok Pocet obyvatelov (v mil.)
1992 5,314
1993 5,336
1994 5,356
1995 5,368
1996 5,379
1997 5,388

Spracované podla: Statistickd rocenka Slovenskej republiky.
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5. Z uvedenych hodnot 1,2,3,3,1,1,1,5,5,5,5,8,8,9,9,1,1 vypocitajte:
a) median,
b) modus.

6. Urcte median a modus v subore 50 studentov strednej skoly. Sledovanym znakom je ich
priemernd hmotnost'v kg.

Priemerna hmotnost'v kg Pocet studentov
(50-60> 10
(60-70> 12
(70-80> 6
(80-90> 14
(90-100> 8
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5 Kvantily

Kvantily

Kvantily st hodnoty znaku, ktoré rozdel'nji usporiadany Statisticky subor na o

rovnakych casti. Oznacujeme ich Q: , kde

o predstavuje zvolené Cislo, na kol’ko Casti sa ma rozdelit’ Statisticky subor,
k poradie kvantilu (k =1, 2, ..., a-1).
Ak k = 1, ide o dolny kvantil, ak k = a-1, ide o horny kvantil.
Ak o = 2, kvantil nazyvame median,
o = 4, kvantily nazyvame kvartily,
o = 6, kvantily nazyvame sextily,
a = 10, kvantily nazyvame decily,

a = 100, kvantily nazyvame percentily.

Vypocet kvantilov

Sposob vypoctu kvantilov z empirického Statistického stiboru zavisi od toho, ¢i v Statistickom
subore pozname hodnotu sledovaného znaku u kazdej Statistickej jednotky alebo nie.

a) Individualne rozdelenie pocetnosti

Ak st zname jednotlivé hodnoty Statistického znaku, potom hl'adanym kvantilom je

L n za predpokladu, ze L n je celé ¢islo. Ak L n nie je celé ¢islo, potom prislusny
a a a

kvantil ndjdeme pomocou aritmetického priemeru tych hodndt Statistického suboru, medzi
ktoré dana hodnota padla.

b) Skupinové (intervalové) rozdelenie pocetnosti

Ak mame intervalové rozdelenie pocetnosti, vacSinou nemozno ur¢it hodnotu kvantilu
priamo. Bezprostredne je mozné urCit’ len interval, do ktorého skumany kvantil padne.

Kvantilovymi intervalmi budi tie, pre ktoré N, :E-n alebo F, :E. Hl'adané hodnoty

a a
kvantilov mozno vypocitat’ pomocou VZOrcov pre absolutne
k r—l1 k r—1
(.nj+0,5—2ni =5
a a i= : / ¥ : a a -
Of =a+h- L, respektivne relativne podetnosti. Qf =a+h- 7 L,
n
0 0

kde r oznacuje poradie kvantilového intervalu,

a  dolnu hranicu kvantilového intervalu,
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n, absolutnu kumulativnu pocetnost po kvantilovy interval,

f, relativnu kumulativnu pocetnost po kvantilovy interval,

absolutnu pocetnost kvantilového intervalu,

fo  relativau pocetnost kvantilového intervalu.

RieSené ulohy:

1. Z vysledkov bodoveho ohodnotenia Ziakov na konci semestra vypocitajte:
a) dolny kvartil,

b) horny kvartil.

Body Pocet Ziakov

10 2

15

17

19

W | Co | N[

25

RieSenie:

a) Poradie dolného kvartilu Q' vypocitame z vyrazu En Nakolko k. n = L24 =6 je
a a

celé &islo, dolny kvartil bude 6. Statistickou jednotkou v poradi, teda Q;' =15.

b) Poradie horného kvartilu Q; uréime z vyrazu k. n Kedze X .n = %24 =18,
a a

horny kvartil bude 18. Statistickou jednotkou v poradi, teda Q5 =19.

2. Vitabulke su uvedené informacie o pocte deti, ktoré navstevuju zdujmovy kruzok.
Vypocitajte vek, do ktorého navstivi kruzok Stvrtina vsetkych deti.
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Vek deti Pocet deti
(5-7> 5
9-11> 5
(11-13> 4
(13-15> 3

Uloha vedie k vypoétu dolného kvartilu. VyuZijeme vzorec pre relativne podetnosti.
Dolnokvartilovy interval je ten, v ktorom sa nachadza 25% Statistickych jednotiek suboru,
teda interval (7-9>. Je to druhy interval v poradi, preto »=2.

dolnokvartilovy interval

i

Vek deti (x;) / Pocet  deti | Ni f; F;
(n;)
(5-7> / 5 5 | 01852 | 0,1852
@ / 10 15 | 03704 | 0,556
O-11> 5 20 | 0,1852 | 0,7408
(11-13> 4 24 | 0,1481 | 0,8889
(13-15> 3 )| 01111 | 100

N

B n — rozsah suboru
0,25 - Z f,
O'=a+h——=—=7+2
o

0,25-0,1852 _
" 0,3704

9

Odpoved’: Stvrtina vietkych deti navitevuje krazok do veku 7,3 roka.

NerieSené ulohy:

1. Z uvedenych hodnot vypocitajte: 1,2,3,3,1,1,1,5,5,5,5,8,8,9,9,1,1.
a) dolny kvartil

b) horny kvartil.

2. Urcte dolny a horny kvartil v subore 50 Studentov strednej Skoly. Sledovanym znakom je
ich priemernd hmotnost'v kg.
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Priemerna hmotnost'v kg

Pocet studentov

(50-60> 10
(60-70> 12
(70-80> 6
(80-90> 14
(90-100> 8
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6 Miery variability

Statistické subory s charakterizované nielen svojimi strednymi hodnotami, ale aj
variabilitou, premenlivostou vyskytu hodnot. Znamena to, ze i ked’ dva Statistické stbory
maju rovnaké stredné hodnoty, moze ist’ o odliSné subory. Pri€iny variability st rozne (vecné,
Casové a priestorové). Mnohé miery variability vyjadruja, akym spdsobom s usporiadané
konkrétne hodnoty znaku okolo strednych hodndt. Skiimané hodnoty znaku moézu byt okolo
strednej hodnoty usporiadané vel'mi vol'ne (t.j. rozptylene) az vel'mi tesne (t.J. hodnoty st
rozmiestnené v bezprostrednom susedstve so strednou hodnotou). Miery variability st tiez
odchylky od niektorej strednej hodnoty alebo odchylky medzi jednotlivymi hodnotami.
Vyuzivaju sa aj na vyjadrenie chyby merania, vyplyvajicich z nemoznosti zistit’ akukol'vek
premennu veli¢inu s absolitnou presnostou.

ABSOLUTNE MIERY VARIABILITY

- umoziuju charakterizovat’ variabilitu v Statistickom stubore

Variaéné rozpitie

- je rozdiel medzi maximalnou a miniméalnou hodnotou skiimaného znaku. Je zévislé od
krajnych hodn6t Statistického radu, teda je necitlivé voci ostatnym hodnotam.

R=x_, —X.

Kvantilové rozpitie
- 1de o rozdiel medzi hornym a dolnym kvantilom:
RQ = QZ—I - Qla .

Pri vypocte je potrebné uviest’ o aky typ kvantilu ide, napr. kvartilové rozpdtie, decilové
rozpitie a podobne. Kvartilové rozpitie obsahuje polovicu vsetkych jednotiek Statistického
siboru. Polovi¢na hodnota kvartilového rozpdtia sa nazyva kvartilova odchylka:

_07 -0
Q==7""

Odchylka
- najCastejSie pouzivana miera variability

- je definovana ako absolutna hodnota rozdielu hodnoty Statistického znaku a urcitej strednej
hodnoty, z ktorej bola vypocitana.

Definujeme: a) odchylku od aritmetického priemeru: |d 1-| = |Xl- -X

b) odchylku od medidnu |d,| =[x, =X

2

2

¢) odchylku od modusu | dA| —lx. _;_

Sucet jednotlivych odchylok hodnot od aritmetickeho priemeru je rovny nule, preto sa tieto
odchylky vyjadruju v tvare absolutnej hodnoty.
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Priemerna odchylka
a) priemernd odchylka od aritmetického priemeru

- je to vlastne jednoduchy aritmeticky priemer jednotlivych absolitnych odchylok od
aritmetického priemeru

jednoducha forma:

n n
=3 2]
— i=1 — i=1

n n

=

vazena forma: k

k
Z|xi —x|~nl. Z|di|'”i
Jﬁ _ =l _ =l
n n

- ak hodnotime opakované merania na tom istom objekte, priemernd odchylka
od aritmetického priemeru sa oznacuje ako absolitna stredna chyba

b) priemernd odchylka od medidanu

n n
Z|xi B x| Z|di|
37 i=1

jednoducha forma: d. == =
n n

k k
Dl =% Xldifn
g i=l1 — i=1

vazena forma: =4

X

n n

¢) priemernd odchylka od modusu

n n
2= 2]
jednoducha forma: d, == ==l
n n
k k
o 2=d 2l
vazena forma: d, =+ —_
n n
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Rozptyl, variancia s’, varx, o’

- nazyva sa aj priemernd Stvorcova (kvadratickd) odchylka,

- charakterizuje vzdjomnu odliSnost’ jednotlivych hodndt znaku a zéaroven aj varianciu
jednotlivych hodnét znaku od priemeru,

- je definovany ako aritmeticky priemer Stvorcov odchylok jednotlivych hodnét znaku od ich
aritmetického priemeru.

jednoducha forma:

n

(x, - %)’
s2 =varx ="
n

- pri jeho vypocte nedochddza ku vzajomnej kompenzacii kladnych a zapornych odchylok od
aritmetického priemeru, pretoze sa pocita so Stvorcom odchylok, ktoré maju vzdy kladnu
hodnotu

r v r k
vazena forma: ( —\2
z X, —x) ‘N,

s? =varx =11

X

n

Rozptyl mozno vypocitat’ aj inym sposobom, a to ako rozdiel aritmetického priemeru
zo Stvorcov hodnot znaku a Stvorca ich aritmetického priemeru:

jednoducha forma:
2 1 - 2 2
S :—.le. —(x)
n o
vazena forma:

2 1 S 2 —=\2
S: =—.le. n, —(X)
n i

Smerodajna (Standardna) odchylka sy, G,
Je druhou odmocninou rozptylu. Nazyva sa tieZ absolitnou chybou merania.

jednoducha forma:

vazena forma:
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V geoinformatike existuju aplikacie, pri ktorych sa vykondva odhad skumanej veliCiny
pomocou matematickej, interpolacnej funkcie (Hofierka, 2003). V pripade prvkov (bodov),
pre ktoré pozname aj skutocné, spravne hodnoty, mdézeme vyuzit Statistické ukazovatele
chyby, ktoré maju blizky vztah k odchylke a smerodajnej odchylke.

Priemernd absolutna chyba (anglicky MAE - mean absolute error):

n

MAE:lZ

n i

*
X, —xi‘.

Stredna kvadraticka chyba, rezidudlna variabilita (anglicky RMSE - root mean square error):

RMSE = lZ(xf—x,)z ,
3

kde x; je odhadovana hodnota a x; je skuto¢na hodnota.

RELATIiVNE (POMERNE) MIERY VARIABILITY
- umoziuju porovnavat’ variabilitu v rdznych Statistickych suboroch,
- zvy€ajne charakterizuju variabilitu vzhl'adom na aritmeticky priemer,

- najcastejSie pouzivané relativne miery variability su relativna priemerna odchylka a variaény
koeficient.

Relativna priemerna odchylka

- je to podiel absolutnej priemernej odchylky a tej strednej hodnoty, od ktorej boli pocCitané
odchylky,

- najcastejsie sa pouziva relativna primerna odchylka od aritmetického priemeru,
- ide o podiel priemernej odchylky a aritmetického priemeru

— d

=

o, =

x

=~

- vyjadruje sa v %,

- ak hodnotime opakované merania na tom istom objekte relativna priemernd odchylka
od aritmetického priemeru sa oznacuje aj ako relativna (pomerna) stredna chyba.

Varia¢ny koeficient

- je to podiel smerodajnej odchylky a aritmetického priemeru daného znaku

X
V.=—,
X

- Casto sa vyjadruje v %.
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RieSené ulohy:

1. V tabulke su informdcie o priemernych mesacnych prietokoch rieky Morava na vodomernej
stanici Kopcany a rieky Bodrog na vodomernej stanici Streda nad Bodrogom v roku 2003.
Vypocitajte pomernu priemernu odchylku a variacny koeficient. Napiste, ktory z uvedenych
vodnych tokov mal v danom roku vyrovnanejsi prietok?

Mesiac L 11 1 V. V. VI 278 Vil | IX. X XL XII.

Rieka/stanica

Morava/stanica 1152 | 43,4833 |736 | 460 | 193 | 135 |80 7,1 18,0 | 16,3 | 30,5
Kopcéany

Bodrog/stanica 75,3 | 54,1 | 167,0 | 166,8 | 67,6 | 42,7 | 32,9 | 28,6 | 27,9 | 65,1 | 72,6 | 52,1
Streda nad
Bodrogom

Spracované podla: www.shmu.sk/File/kvant_pr 03/Morava_Q03.pdf,
www.shmu.sk/File/kvant_pr_03/Bodrog _QO03.pdf

RieSenie:

Najprv si vypocitame pomerni priemerni odchylku pre rieku Morava/stanica
Kopcany. Pomocné udaje su uvedené v tabulke.

X; X, =X |di|:|xi_)_c| (xi_)?)2
115,2 75,68 75,68 5727,46
43,4 3,88 3,88 15,05
83,3 43,78 43,78 1916,69
73,6 34,08 34,08 1161,45
46 6,48 6,48 41,99
19,3 -20,22 20,22 408,85
13,5 -26,02 26,02 677,04
8,0 -31,52 31,52 993,51
7,1 -32,42 32,42 1051,06
18,0 -21,52 21,52 463,11
16,3 -23,22 23,22 539,17
30,5 -9,02 9,02 81,36
12 12 d
— x. _
S, = df , kde X = Zl— _4m2 39,52 a d. = Zl| l| _32784 27,32. Nasledne uréime
X n 12 n
velkost’ pomernej priemernej odchylky: o, = a;_; = g;’zi =0,6913. 6 =69,13%. Variacny
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koeficient vypocitame podla vztahu V, :ST"IOO, kde smerodajna odchylka nadobutda
X

hodnotu s _= = 13076,74 =4/1089,73 = 33,01. Vysledna hodnota variacného
koeficientu bude: 7. = 2100 = 2> 100 ~ 83,53%.
X

b

Odpoved’: Pomerna priemerna odchylka pre rieku Morava/Kopcany bola 69,13% a velkost’
varia¢ného koeficientu 83,53 %.

Pozndamka: Uvedené informacie o priemernych mesacénych prietokoch nebolo nutné
usporiadat’ do tvaru varia¢ného radu. Nakolko aritmeticky priemer pouZity pri vypocte
zadanej ulohy je zavisly od vSetkych hodnot Statistického suboru, usporiadanim hodnot by sa
hodnota variacného koeficientu nezmenila.

Druh4 cast’ ulohy smeruje k vypoctu pomernej priemernej odchylky pre rieku
Bodrog/stanica Streda nad Bodrogom. Pomocné udaje su uvedené v tabulke.

Xi X, =X .| =x; -] (x, %)
75,3 4,24 4,24 17,98
54,1 -16,96 16,96 287,64
167,0 95,94 95,94 9204,48
166,8 95,74 95,74 9166,15
67,6 -3,46 3,46 11,97
42,7 -28,36 28,36 804,29
32,9 -38,16 38,16 1456,19
28,6 -42,46 42,46 1802,85
27,9 -43,16 43,16 1862,79
65,1 -5,96 5,96 35,52
72,6 1,54 1,54 2,37
52,1 -18,96 18,96 359,48
spolu X 394,94 25011,71

Poznamka: x — neuvedeny udaj.
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12

12
Y ;x" 8527 2l _ 394,94

~71,06 a d. =L

X n 12 n

d. 3291

x 710

~ 32,91. Nasledne ur¢ime

=0,4632. o6 =46,32%. Variany

koeficient vypocitame podla vztahu V, :ST"IOO, kde smerodajnd odchylka nadobuda
X

hodnotu s _= = 1f2501121’71 =4/2084,31 = 45,65. Vysledna hodnota variacného
Koeficientu bude: 7. = 2100 = 205100 ~ 64,249%.
X 71,06

Odpoved’: Pomernd priemerna odchylka pre rieku Bodrog/stanica Streda nad Bodrogom bola
46,32 %. Velkost' variaéného koeficientu bola 64,24 %. Z porovnania hodndt variacného
koeficientu urick Morava a Bodrog vyplyva, ze riecka Bodrog mala v danom roku 2003
vyrovnanej$i prietok (prejavila sa u nej mensia variabilita hodnot).

2. Zhodnotte variabilitu v subore Studentov, u ktorych bola sledovana telesnda hmotnost

(v kg). Vysledky interpretujte.

Hmotnost' v kg (x;) Pocet studentov (n;)
(50,60> 5
(60,70> 7
(70,80> 8
(80,90> 9
(90,100> 2
(100,110> 1

RieSenie:
a) Aritmeticky priemer:

6

Zsi"f

i=1
n

Pri vypocte aritmetického priemeru postupujeme podl'a vzorca x = ,kde s; predstavuju

. , e,y . r w7 X min + X max
stredy matematickych spojitych intervalov, ktoré vypocitame ako s, = Ta’ kde xuin a
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Xmax predstavuju krajné hodnoty matematickych spojitych intervalov. Nasledne hodnotu

6
;S"”" _ 2390

n

~ 74,69.

aritmetického priemeru vypocitame zo vztahu: x =

b) Priemerna odchylka od aritmetického priemeru:

6

- ;'d"|"" 33248

X

=10,39.
n

c¢) Relativna priemerna odchylka od aritmetického priemeru:

5 d7:10,39
x 74,69

~ 0,1391.

Odpoved’: Priemerna odchylka tvori 13,91 % z hodnoty aritmetického priemeru.
Pozndmka: Cim viadsia je hodnota pomernej (relativnej) priemernej odchylky, tym je
Statisticky stibor variabilnejsi.
d) Rozptyl:
6

—\2
2 (s, = %) _ 5296875

2 i=l1

=165,53.
n

e) Smerodajna odchylka:

5, =+s2 =+/165,53 =12,87.

f) Variacny koeficient:

SX

v, =3r100 = 125

== 100 =17,23%.
X 74,69

Odpoved’: Smerodajna odchylka tvori 17,23 % z hodnoty aritmetického priemeru. Statisticky
subor sa vyznacuje pomerne malou variabilitou.

Pozndamka: Variaény koeficient uhomogénnych suborov s nizkou hodnotou variability
Statistického znaku dosahuje hodnoty 5-20 %. V pripade suborov s extrémne asymetrickym
rozdelenim, teda s vysokou variabilitou hodn6t znaku pocetnosti moze nadobudat’ hodnotu
blizku 100 %.

g) Variacné rozpaitie:

Varia¢né rozpitie je definované ako rozdiel medzi maximalnou a minimdlnou hodnotou
skiamaného Statistického znaku. Zavisi od krajnych hodnoét Statistického radu, teda je necitlivé
voci vetkym ostatnym hodnotdm. Ur¢ime ho zo vzt'ahu:

R =x,, —X,, =110-50=060, kde x,_,
hodnotu skimaného Statistického radu.

predstavuje maximalnu a x_. minimalnu

X
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Hmomost | poke | Swed | N s =l -5l | 6o5F | G-
v kg ) int.
n;

X; S

(50,60> 5 55 5 275 19,69 98,45 387,6961 1938,4805
(60,70> 7 65 12 455 9,69 67,83 93,8961 657,2727
(70,80> 8 75 20 600 0,31 2,48 0,0961 0,7688
(80,90> 9 85 29 765 10,31 92,79 106,2961 956,6649
(90,100> 2 95 31 190 20,31 40,62 412,4961 824,9922
(100,110> 1 105 32 105 30,31 30,31 918,6961 918,6961
suma X X X 2390 X 332,48 X 5296,875

Poznamka: x — neuvedeny udaj.
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7 Momenty polohy, miery Sikmosti, Spicatosti a koncentracie, teoretické
rozdelenia nahodnych premennych

MOMENTY POLOHY

Zakladom mnohych opisnych charakteristik (akymi s napr. aritmeticky priemer ¢i
rozptyl) st momenty. VSeobecny moment r-tého stupiia mozno definovat’ vztahom:

1 & r , « : - ,
@, = —.Z (x,. —a) .n;  pre absolitne pocetnosti, resp. @, , = Z(x,. —a)".f; pre relativne
n 5 i=1

pocetnosti, kde x;si hodnoty znaku, n, absolutne pocetnosti, f; relativne pocetnosti, n
rozsah suboru, k pocet tried, a l'ubovolne zvolené ¢islo a » stupeit momentu.

V pripade, ze do vzorca vSeobecného momentu dosadime a=0, dostaneme zacdiato¢ny

w 1 X a 4 ™ :
moment r-teho stupna vtvare: v 6 = —.Z x,.n, pre absolutne pocetnosti a
ConoD
k
V., = le.r. /, pre relativne pocetnosti. Ak r=1, dostaneme vzorec pre aritmeticky priemer,
i=1
ktory je zaciatocnym momentom prvého stupna.

Centralny moment r-teho stupia (resp. r-ty centralny moment) je odvodeny od

vSeobecného momentu, ak a=Xx. Pre absolutne pocetnosti tak dostdvame vzorec
13 v , : _y : :

U, = —.Z (x, —X)".n, , pre relativne M, = Z(xi —x).f,. Ak r=1, absolatnym centralnym
l’l i=1 i=1

momentom prvého stupnia je priemerna odchylka od aritmetického priemeru

1 & _ . , . y
e :—.Z|xi —x|.ni, ak =2 je centrdlnym momentom druhého stupna rozptyl
i=1

N

2
(xl. —)?) n, =s..
i=1

=~

/’lx,Z =

I |-

Pri vypoctoch zlozitejSich charakteristik je vhodné definovat pojem normovanej
premennej ¢,. Je definovanid ako velkost' dochylky hodnoty znaku x, od aritmetického

. — v , 5 5 . . , xi - ’
priemeru X prepocitana na velkost’ smerodajnej odchylky sy: ¢, = . Pre centralny
s

X

1 & -
moment normovanej premennej plati vztah u,, = —.Z (ti —t)r A,
' n

i=1

Vztahy medzi zaCiatocnym a centrdlnym momentom normovanej premennej
(Gregorova, Fillova 2004):

1. Prvy za¢iato¢ny moment normovanej premennej ¢ sa rovna 0:

k -
dtin, =1=0.
i=1

2. Centrélne a zaCiatocné momenty normovanej premennej sa rovnaji:

IS |-

L=v, =
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J 1
==> 1, J==>tn =,

1 k
My, :_Z(t _t
i=1 n i

ns

=|~

3. Druhy centrdlny moment g, , a druhy zaCiato¢ny moment v, , normovanej premennej ¢ sa

rovna 1.
1< 2 1<
= — = — — = :1_
o =20 =0) =3 =0 =

i=

4. Zaciato¢né i centralne momenty normovanej premennej ¢ sa daju vyjadrit pomocou
zaciato¢nych a centralnych momentov povodnej premenne;j x.

1 & .
;le,r ; ;(xi _x) nl
Vir = :th,r oo r
X S)C
MIERY SIKMOSTI

Ak dve rozdelenia pocetnosti maju rovnaké stredné hodnoty a rozptyly, to eSte neznamena, ze
tieto rozdelenia st rovnaké. Pri asymetrickych rozdeleniach dochadza ku koncentréacii hodnot
do urcitej oblasti - vlavo alebo vpravo od strednej hodnoty. Pre numerické vyjadrenie tvaru
rozdelenia pocetnosti sa vyuzivaju miery Sikmosti (asymetrie). Na vyjadrenie zoSikmenia sa
pouziva koeficient Sikmosti (asymetrie). Koeficient Sikmosti nazyvame aj tretim
centralnym momentom normovanej premennej f. Spolu s mierami polohy (strednymi
hodnotami) a variability patri k zakladnym popisnym charakteristikdm Statistického suboru.

Koeficient Sikmosti vyjadruje smer a stupeii asymetrie rozdelenia premenne;j.

¢ ’
—.Z(xi —)_c) A,
n i

MozZno ho vypocitat’ nasledovnym spdsobom: y, = p, ; = i *’3’3 = -
x Sy

Graf 4 Miera Sikmosti

'u”3 >0 /ul,3 =0 zuz,3 <0

A

X X Xx XX x

Spracované podla:
http://www.fem.uniag.sk/ACADEMIC/depart/ksov/predmety/statistika/subory/prednaska22.ppt
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Kladna hodnota Sikmosti ('avostrannd Sikmost’) vyjadruje, ze priemer je vacsi ako
medidn, teda vicSina hodnot je mensSia ako priemer. Zaporna hodnota Sikmosti (pravostranna
Sikmost’) znamena, ze priemer je mensi ako medidn, ateda vacSina hodnét je vidcsia ako
priemer. Ak je koeficient Sikmosti rovny 0, ide o symetrické rozdelenie, teda priemer
a median sa rovnaju (graf 4).

Mieru Sikmosti mozno definovat’ i pomocou Pearsonovej a kvartilovej miery Sikmosti.
Pearsonova miera Sikmosti je definovana ako rozdiel medzi aritmetickym priemerom
a modusom prepocitany na vel'kost’ smerodajnej odchylky:

X—X

S, =

N

X

Pre Uplne symetrické rozdelenia pocetnosti plati, ze X = %,teda S,=0, pre lavostranne
asymetrické rozdelenia podetnosti je X >ZX, teda Sp>0, pre pravostranne asymetrické
rozdelenia pocetnosti je X < X,z ¢oho vyplyva, ze Sp<0.

Kvartilovda miera Sikmosti vychadza z faktu, ze v pripade symetrického rozdelenia
pocetnosti je medzi dolnym kvartilom a medianom rovnaky pocet Statistickych jednotiek ako

medzi hornym kvartilom a medidnom, ¢o mozno napisat’ v tvare: ()7 -0 ) = (Q34 -X )

Pri asymetrickych rozdeleniach pocetnosti dany vztah neplati, ¢o sa vyuziva pre vypocet
Sikmosti, ktora je vyjadrend nasledovnym vzt'ahom:

¢ _loi-%)-(r-0')_oi+of -2z
“ ol -%)+F-0f) 20

,kde S, e<—11>.

0; -9/

Hodnota QO predstavuje kvartilovi odchylku 5 Pri Tavostranne asymetrickych

rozdeleniach podetnosti st hodnoty S, >0, pri pravostranne asymetrickych rozdeleniach

v

Sy <O0.

MIERY SPICATOSTI

Koncentracia hodndt okolo strednej hodnoty sa meria pomocou koeficientu Spicatosti.
Spicatost’ rozdelenia sa porovnava so Spicatostou normalneho (Laplaceovo-Gaussovho)
rozdelenia. Ked'Ze pri normdlnom rozdeleni sa Spicatost’ rovna 3 a chceme, aby sa miera
Spicatosti rovnala 0, od hodnoty koeficientu $picatosti jednoducho odpocitame ¢islo 3.

Koeficient Spicatosti nazyvame aj Stvrtym centralnym momentom normovanej
premennej  zmenseny o 3:

4

1 & _
B i ﬂx,4 3_’/1;()6'1 _x) .ni .
Vo= Hig =2=—3 == 4 -
SX S.x
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Graf 5 Miera Spicatosti

7, >0

7220

7, <0

Spracované podTla:
http://www.fem.uniag.sk/ACADEMIC/depart/ksov/predmety/statistika/subory/prednaska22.ppt

V pripade unimodalnych rozdeleni, u ktorych je Spicatost’ vicsSia ako 0, je vyskyt
extrémnych hodnoét Castejsi. Takéto rozdelenia maju Spicatejsi vrchol. Unimodélne rozdelenia,
ktorych Spicatost’ je menSia ako 0, teda vyskyt extrémnych hodnot je menej Casty ako
u normalneho rozdelenia, su plochejsie (graf 5).

MIERY KONCENTRACIE

Koncentraciu hodnot Statistického znaku mozno vyjadrit’ Lorenzovou krivkou, kde sa na os x-
ovu sa nanasSaju relativne kumulativne pocetnosti F; ana os y-ovu relativne kumulativne
podiely skupin (tried) na celkovom uhrne, ktoré oznacujeme F;(xn) resp. Z;. Pre relativny
x;n,

- .

in”i
i=1

Uvedend metdda zndzornovania koncentracie Statistického znaku bola po prvykrat
predstavena v roku 1905 Max O. Lorenzom pre prezentaciu rozdelenia dochodkov. Autor na
os x-ovu zaznaCil kumulativne percento domacnosti, na os y-ovi kumulativne percento
ziskaného dochodku. Pospajanim x-ovych a y-ovych stradnic vznikla krivka (Lorenzova
krivka) zndzorfiujuca stupeni rovnosti alebo nerovnosti pri rozdelovani dochodkov (graf 6).
Cim viac sa uvedena krivka odchylovala od &ar s uhlom 45° tym vi¢sia bola
nerovnomernost’ pri rozdel'ovani dochodkov. Idedlna Lorenzova krivka, ktora je vedena pod
45-stupniovym uhlom, predstavuje absolitnu rovnost' v dochodkoch, z ¢oho vyplyva, ze
napriklad 10 % domadcnosti pobera 10 % dochodkov v spoloc¢nosti. V pripade, ze Lorenzova
krivka je totoZzna s osou x a v bode 100 % na osi x sa meni na kolmicu na os x, moze dojst’
k situacii, Ze 1 % domacnosti pobera 100 % dochodkov v spolo€nosti, ¢o je absolutny
nepomer. V praxi sa vSak stretdvame vécSinou s Lorenzovou krivkou, ktord sa nachadza
medzi dvoma extrémami, teda v naSom pripade medzi idedlnou Lorenzovou krivkou a
krivkou, ktord znazorfiuje absolitnu nerovnost’ v rozdelovani dochodkov. Z uvedené¢ho
vyplyva, Zze ¢im je skuto¢nd Lorenzova krivka blizSie k idedlnej Lorenzovej krivke, tym je
rozdelenie dochodkov v ekonomike rovnomernejSie a naopak. Obdobne by sme mohli
analyzovat aj iné spoloCensko-ekonomické javy, ako napr. koncentraciu obyvatelstva
vzhl'adom na rozlohu izemia a podobne.

triedny thrn fi(xn) plati: f,(xn) =
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Graf 6 Lorenzova krivka
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Spracované podla: hitp://www.avozarm.sk/Lorenz.htm

Velkost” koncentracie urcittho javu mozno Ciselne vyjadrit pomocou Kkoeficientu
koncentracie. Mozno ho definovat ako podiel plochy medzi Lorenzovou krivkou
a diagondlou (P) a plochy pravouhlého trojuholnika tvorené¢ho diagondlou, osou x a kolmicou
spustenou na os x z bodu [1,1], resp. [100%,100 %] (graf 6).

P _05-S

K
R 0,5

=1-28, kde

P je plocha ohranic¢end diagonéalou a Lorenzovou krivkou,
T plocha trojuholnika rovnajtca sa hodnote 0,5,

S plocha ohrani¢end Lorenzovou krivkou, x-ovou osou a kolmicou spustenou v bode [1,1]
resp. [100%,100 %].

Plochu S vypoéitame ako su¢et obsahov obdiznikov srozmermi: irka f, vyska rovna
(Z_,+Z,)/2, pretoze obdiznik s takymito rozmermi ma rovnaky obsah ako lichobeZnik,
ktory vznikne pod jednou Castou Lorenzovej krivky (graf 7). Vyraz (Z, | + Z,)/2 predstavuje
stred jednej Casti Lorenzovej krivky, Z,=0 je zaliatok Lorenzovej krivky, Z; kumulativny
podiel prvej az i-tej triedy na celkovom uhrne hodnot znaku v Statistickom subore. Ak do
— L f(Z  +Z.

P_05-5_ 1-2S dosadime za S vyraz ZM
T 0,5 in1 2
mozno vyjadrit’ i nasledovne:

vzorca K, = , mieru koncentracie

k
Ky =1-2 fi(Z+Z).
i=1
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Uvedena miera koncentracie nadobtida hodnoty z intervalu (0, 1). Cim sa hodnoty bliZia viac
k 1, tym je koncentracia vyraznejsia.

Graf 7 Schematické vyjadrenie miery koncentrdcie

Lorenzova krivka

(Zi1+7,)/2

\
i
v

Spracované podla: Gregorova, Fillova 2004

Pomer Kkoncentracie Py je aritmetickym priemerom zrelativnych rozdielov medzi
kumulativhymi relativnymi pocetnostami v triedach a kumulativnymi podielmi skupin na
uhrne hodndt znaku v Statistickom subore:

k=1

D(F-Z)
P =" kde P, €(0,-).
2F,

i=

Cim viac sa hodnota koeficientu Py bliZi k 0, tym je koncentracia mensia.

VYBRANE TEORETICKE ROZDELENIA NAHODNYCH PREMENNYCH

Nahodna veli¢ina (jav) je premennd, ktord méze nadobudat’ r6zne hodnoty alebo hodnoty z
roznych intervalov v zavislosti na ndhode. Nahodné veli¢iny budeme oznacovat' X, ich
konkrétne hodnoty: x;, i=1,2...n.. Na Statistické znaky (premenné) sa mézeme pozerat’ ako na:

a) diskrétne -nadobudaju izolované, vacsinou celoc¢iselné hodnoty,

b) spojité -mézu nadobtudat’ 'ubovolné hodnoty z ohrani¢eného alebo neohranic¢eného
intervalu.
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Zakon rozdelenia nahodnej veli¢iny je pravidlo, ktoré kazdej hodnote nahodnej veli¢iny
priradi pravdepodobnost’ nadobudnutia danej hodnoty v pripade diskrétnych ndhodnych
veli¢in, alebo mnozine hodnot z kazdého intervalu priradi pravdepodobnost’ nadobudnutia
hodnét z intervalov v pripade spojitych ndhodnych velicin.

UrCovanie  pravdepodobnosti  vychadza zklasickej matematickej metody, kde
pravdepodobnost’, Ze urcity jav nastane, definujeme ako P(A) = ﬂ, kde m je pocet ziadanych
n

vysledkov an pocCet moznych vysledkov. V niektorych pripadoch je vhodné urcenie
pravdepodobnosti, Ze nastane urcity jav, i pomocou frekvencie vyskytu ziadanych vysledkov
(n;), ktoré nastali pri realizacii daného javu. Pravdepodobnost, ze nastane urcity jav

A, v tomto pripade vypocitame podla vzorca P(4) = %, kde n predstavuje pocet moznych
vysledkov a n; st pocetnosti nastatia ziadanych vysledkov.

Pri sledovani ndhodnych javov sa mozno stretntit’ s nasledovnymi pojmami:

a) isty jav —ide o taky jav, ktory nastane za kazdych okolnosti (ozna¢ujeme ho U),

b) nemozZny jav je taky, ktory nemdze nastat’ za ziadnych okolnosti a pri Ziadnom pokuse
(oznacenie O),

c) opacny jav k javu A je taky, ktory nastane prave vtedy a len vtedy, ak nenastane jav 4
(oznacenie 4 ).

Ak A4, B st dva ndhodné javy, potom:

a) suctom (zjednotenim) javov A, B nazyvame jav C taky, ktory nastane prave vtedy a
len v tedy, ak nastane aspon jeden z javov 4, B

AUB=C,

b) diferenciou (rozdielom) javov 4, B nazveme taky jav C, ktory nastane prave vtedy a
len vtedy, ak nastane A a su¢asne nenastane B

A-B=C,

c) sucinom (prienikom) javov 4, B nazyvame taky jav C, ktory nastane prave vtedy a
len vtedy, ak suCasne nastant javy 4 aj B.

ANnB=C.

Vlastnosti nahodnych javov:

A)ANA=0 hy An 0 =0 0) (AUB)NC=(ANC)U(BNC)
b)yU =0 ) AnA=4 p) (AUB)UC=A4AU(BUC)
c)j:A NAUB=BUA qQ ANB)NC=A4ANn(BNC)
d A=B< A=B k) ANnB=Bn 4 1) A4 UA,U..UA, =4 NA4,.NA,
e) AU D=4 ) AnNB=AUB S) A NA,N..nA =A4Ud,..UA,
f) AnU =4 m) AUB=ANB t) (ANB)UC=(4UC)N(BUC)
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g) AUA=U n) A-B=ANB

ZluciteI’'né nahodné javy su také, ktoré mézu za istych okolnosti nastat’ suCasne. Ich prienik
je 16zny od prazdnej mnoziny. NezlucitePné nahodné javy nenastanu pri ziadnom pokuse.
Ak jav A4 je zavisly na jave B, tak pravdepodobnost’ nastatia javu 4 za predpokladu, ze jav B
uz nastal, nazyvame podmienenou pravdepodobnost’ou a oznacujeme ako P(A/B):

p(A/B)zm

, kde m(A N B) predstavuje pocet vyhovujliicich moznosti pre 4" Ba
m(B) je pocet priaznivych moznosti pre B.
Ak A4, B st dva nahodné javy, ktoré su:

a) nezavislé = P(4AN B)= P(A).P(B),

b) nezluditel’né, ale nezavislé = P(4A U B) = P(A)+ P(B)— P(A).P(B),

c) zavislé = P(AN B) = P(B).P(A/B),resp. P(BN A)= P(A).P(B/ A).

Pravdepodobnost’ javu A (opaéného k javu A) vypoéitame ako: P(A)=1-P(A).

P(A)+P(A)=PU)=1.
Bayesova veta:

Ak A, 4, ..., A,s0 nezlicitelné javy tvoriace uplny systém javov aak jav A je jav, ktory
P(4,).P(A/ 4,)

,kde i=1,2,..ka
P(4)

nastane spolu s jednym z javov 4, , potom P(4,/ A4) =

P(A) = Zk:P(A,.).P(A /4,).

i=1

DISKRETNA NAHODNA PREMENNA

Rozdelenie pravdepodobnosti dikrétnej nahodnej premennej X je funkcia P(X), ktora
kazdej diskrétnej nédhodnej veli€ine X priradi uréitt pravdepodobnost’ p(x), s ktorou
nadobudne tito hodnotu.

P(X =x)= p(x).
Distribucna funkcia F(x) vyjadruje pravdepodobnost’ toho, ze

P(X <x)= Zp(x[) pre x, <Xx.
i-1

SPOJITA NAHODNA PREMENNA

Néhodna premenna X sa nazyva spojita, ak existuje taka nezapornd, redlna
integrovatelna funkcia f(x), ze pre kazdé x € R plati:
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F(x) = P (X<x) = j (.

V pripade, ze distribu¢na funkcia F(x) ma pre kazdé x spojitu derivaciu f(x) = F'(x), budeme
veli¢inu X nazyvat' spojitou ndahodnou veliCinou, f{x) hustotou pravdepodobnosti spojite]
nahodnej veli¢iny X v bode x a F(x) jej distribucnou funkciou.

Vlastnosti distribu¢nej funkcie:

1. F(x) je neklesajuca funkcia.

2. Pre kazdé xe R plati: 0 < F(x) <1.
3. F(x) je zl'ava spojita.

4. lim F(x)=0, )lci_r)gF(x) =1.

X—>—00

5. Pla< X <b=F(b)-F(a), kde a,b € R, a<b.

VYBRANE ROZDELENIA NAHODNYCH PREMENNYCH

Normalne rozdelenie (Laplace-Gaussovo) je najdolezitejSim rozdelenim spojitej ndhodne;j
premennej. Mozno ho ocakavat’ u takych nahodnych premennych, na hodnoty ktorych posobi
velké mnozstvo vzajomne nezavislych vplyvov. Spojitd nahodna premenna X, ktora ma
normélne rozdelenie, nadobtida hodnoty z intervalu (oo, ).

Nahodna premenna X méa normalne rozdelenie s parametrami ¢ a o°, u €R, 0>0,
ak jej hustota pravdepodobnosti ma tvar (graf 8):

(=pe)?
29 kde x je l'ubovolné redlne &islo, u je stredna hodnota rozdelenia, o>

1 —
f(x)= oy

je rozptyl rozdelenia, e je Eulerovo ¢islo (e~2,7182818) a x je Ludolfovo Cdislo
(7 ~3,1415927).

Graf 8 Hustota pravdepodobnosti normdlneho rozdelenia

f
0 f(x) — hustota pravdepodobnosti
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Vlastnosti normalneho rozdelenia:

1. Krivka hustoty pravdepodobnosti normalneho rozdelenia ma zvonovity tvar a asymptoticky
sa priblizuje k osi x. Jej defini¢ny obor je (— oo,oo). Je simerné podl'a osi rovnobeznej s osou
y, ktora prechadza vrcholom normalneho rozdelenia.

2. Aritmeticky priemer pre normalne rozdelenie hustoty pravdepodobnosti sa rovnd modusu
aten sa rovna medianu (£ =x=x=X)..

3. Koeficient Sikmosti normalneho rozdelenia y, = 0, koeficient Spicatosti y, =3 (resp. 0, ak
berieme do uvahy, ze 3 odpocitavame).

Distribu¢na funkcia normalneho rozdelenia je definovana vztahom (graf 9):

l x _(l_/‘)z
. j e 2 dl.
2r %,

Distribu¢nd funkcia priradi kazdej hodnote x obsah plochy pod krivkou hustoty normalneho
rozdelenia v intervale od (—oo,x>. V pripade, ze obsah plochy pod krivkou hustoty

F(x)=P(X<x)=
O

pravdepodobnosti je na intervale (—oo,x, > rovany 70 % celej plochy pod krivkou hustoty
normalneho rozdelenia na intervale (—oo, x >, tak hodnota distribu¢nej funkcie F(x) v bode x,
jerovna 0,7 (F(x,)=0,7).

Graf' 9 Hustota pravdepodobnosti a distribucnd funkcia normdlneho rozdelenia

F(x)

Jx) /
0,4 1

Spracované podla: http://eldum.phil. muni.cz/mod/resource/view.php?id=1764

Transformaciou ndhodnej premennej x znormalneho rozdelenia na normovani ndhodnu

, X — P P .

premennu ¢ podla vztahu t=2""#  dostaneme normované normilne rozdelenie
o

sparametrami #=0 a o’ =1. Hustota pravdepodobnosti normovanej premennej ¢
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tZ

1 =
e ?, kde teR. Jej distributna funcia ma
\ 27

s normalnym rozdelenim je: f(¢)=
L
1 ¢ 2
— |e dl
N27 _'[O
Hodnoty distribu¢nej funkcie F(x) sa ur¢ia pomocou distribucnej funkcie F(z). Pre vypocet

hodnoét distribucnej funkcie normovanej ndhodnej premennej F(z) s normalnym rozdelenim
plati: F(-t)=1-F(t), pre jej hustotu pravdepodobnosti f(-1)=f(t).

tvar: F'(¢) =

Graf 10 Krivka hustoty pravdepodobnosti normovaného normdlneho rozdelenia
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Spracované podla:
http://www.fem.uniag.sk/cvicenia/ksov/obtulovic/BIO%C5%A0TATISTIKA/prednaska3.ppt.

Ak plochu pod krivkou hustoty normalneho rozdelenia s parametrami (u, o) povazujeme
za jednotkovl (rovnt 100%), potom plati, Ze (graf 10):

a) vintervale (u—1lo, u+10)je 68,26% Statistickych jednotiek suboru,

P(u-lo< X <u+lo)=0,6826,

= po transformécii na normalne rozdelenie dostdvame

P(-1<t<1)=0,6826,

b) vintervale (x—2o0,u+20) je priblizne 95,45% Statistickych jednotiek suboru,
P(u-20< X < u+20)=0,9545,

= po transformacii na normalne rozdelenie dostavame
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P(-2<t<2)=0,9545,
c) vintervale (u—30,u+30) je priblizne 99,73% statistickych jednotiek suboru
P(u-30c<X<u+30)=0,9973,

= po transformacii na normélne rozdelenie dostdvame

P(-2<t<2)=0,9973.

Hodnoty distribu¢nej funkcie normovaného normalneho rozdelenia (ide o obsah plochy
pod krivkou hustoty pravdepodobnosti normovaného normalneho rozdelenia) sa v praxi
pouzivaji v menSej miere (tab. 14). Obvykle sa vyuzivaji tabulky kritickych hodnét z,
normovaného normalneho rozdelenia, ktoré pracuju uz s vopred ur¢enou pravdepodobnost'ou
p vyskytu sledovaného javu (tab. 15). V pripade, ze sa sledovany jav vyskytuje
s pravdepodobnostou napr. 0,65, znamena to, ze 65% plochy pod krivkou hustoty
normovan¢ho normalneho rozdelenia sa nachddza po kriticki hodnotu z, =0,385.

Pravdepodobnost, Ze premenna znadobudne hodnotu menSiu ako 0,385 je 65%:
P(z <z,4)=P(z<0,385)=0,65. Ak st hodnoty p<0,5, potom z, =—z,_,.

Pre rozdelenie spojitej nihodnej premennej mozno vyuzit aj y*> (Pearsonovo) rozdelenie. Ak
X,,X,,...,X, st nezavislé ndhodné premenné, z ktorych kazdd ma normované normalne
rozdelenie sparametrami x=0 a o’ =1, potom mozno vytvorit nahodni premennii
7 =X} +X;+..+X.. Uvedené rozdelenic spojitej nahodnej premennej nazyvame

2 r v . .2
x rozdelenim s n stupfiami vol'nosti”.

Strednd hodnota y”rozdelenia je rovna poétu stupiiov volnosti n, rozptyl jej dvojndsobne;
: : : 8 : . : 12 )
hodnote (2n). Koeficient Sikmosti y, = —, koeficient Spicatosti y, =—. Nakolko n je vzdy
n n

kladné &islo, koeficienty Sikmosti a $picatosti pre y’rozdelenie st vzdy kladné, a teda graf

hustoty y’rozdelenia je vzdy zoSikmeny dolava (Iavostranne asymetrické rozdelenie). Pri
mensich hodnotach n je Spicatost’ vyraznejsia, s rastiucim poctom stupnov volnosti je krivka
hustoty y°rozdelenia plochejsia (graf 11).

Podobne ako pri normovanom normalnom rozdeleni, aj u y’rozdelenia sa vo vi¢sej miere

namiesto hodnot distribu¢nej funkcie vyuzivaju tabulky kritickych hodnét y’rozdelenia s
vopred urc¢enou pravdepodobnost’ou pre n stupiiov vol'nosti (tab. 16).

? Parameter n udava pocet nezavislych ndhodnych premennych X; z ktorych premenna X : vznikla, preto ho
nazyvame pocet stupiiov vol'nosti.
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Graf 11 Hustota pravdepodobnosti ) ? rozdelenia pre 2, 6 a 10 stupiiov vol’nosti
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Spracované podla: hitp://fstroj.uniza.sk/kam/pobocikova/pdf/TEXT12.PDF

Studentovo rozdelenie (z-rozdelenie). Majme ndhodntl premennu X, ktord ma normované
normalne rozdelenie N(0,1) a ndhodna premennti y*,ktorda ma y’rozdelenie s n stuptiami

volnosti (tab. 17). Ak nahodné premenné X a y”st navzajom nezdvislé, potom mozno

vytvorit' ndhodnu premennu ¢ = . Uvedené rozdelenie nazyvame Studentovo alebo

2

X

n
t-rozdelenie. Krivka hustoty pravdepodobnosti Studentovho rozdelenia je plochejsia ako u
normalneho rozdelenia, avSak s rastiicou hodnotou n sa jej Spicatost’ zviacsuje. Graf hustoty

pravdepodobnosti uvedeného rozdelenia je jednovrcholovy, simerny okolo strednej hodnoty
E().

Pre diskrétne ndhodné veli¢iny mozno pouZzit binomické rozdelenie pravdepodobnosti,
ktorého predmetom skimania je alternativny jav s alternativami 4 a B. V pripade, ze jav
A nastane s pravdepodobnost'ou p a jav B s pravdepodobnostou g=1-p, tak pravdepodobnost,
ze jav A nastane x-krat pri vykonani n nezavislych pokusov bude:

n!
-’

X n—x

P(A4=x)= (Z \p* g = q

Uvedeny vzt'ah nazyvame Bernoulliho schéma. Distribu¢nu funkciu binomického rozdelenia
urcuje funkcia F(x) = Z(f’c )p’“" q" ", kde x, =0,1,2,...,n.

x;<x

Binomické rozdelenie pravdepodobnosti vyskytu javu ma tvar palickového grafu. Zavisi od
poc¢tu pokusov n a hodnoty p. Cim je pocet pokusov vacsi, tym je binomické rozdelenie
sumernejsie.

Opisné charakteristiky binomického rozdelenia:
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stredna hodnota E(X)=n.p, disperzia (rozptyl) D(X)=np.q, koeficient Sikmosti
9P s koeficient §picatosti YV, = m .

7/1 B Jn,p,q n.p.q

V pripade, ze mame n nezavislych pokusov a pravdepodobnost, Ze nastane jav v jednom
pokuse, je mald p <0,1 anaopak, pocet pokusov je velky (n>30), namiesto binomického

rozdelenia vyuzivame Poissonovo rozdelenie (tab. 18). Diskrétna nahodna veli¢ina X ma

X

. . . A
Poissonovo rozdelenie, ak pravdepodobnostna funkcia je tvaru P(X :x):—'e_l,kde
x!

A =n.p. Parameter Poissonovho rozdelenia A nadobuda hodnoty zintervalu (0, ).

Grafickym znazornenim Poissonovho rozdelenia pravdepodobnosti je pali¢kovy graf, ktory je
pre vicsie A hodnoty simernejsi a plochejsi.

Opisné charakateristiky Poissonovho rozdelenia: strednd hodnota E(X)=A, disperzia

D(X)= 4, koeficient Sikmosti y, = L , koeficient Spicatosti y, = %

N

RieSené ulohy:

1. V tabulke su uvedené informdcie o priemernom uhrne zrazok (v mm) za obdobie 1931-
1960 podla klimatickej stanice Michalovce (123 m n. m.). Pomocou normovanej premennej
vypocitajte hodnotu koeficientu Sikmosti a koeficientu Spicatosti. Na ich zdklade posud'te
asymetriu a Spicatost rozdelenia. Medzivysledky zaokruhlujte na tretie desatinne miesto,
konecné vysledky pre Sikmost a Spicatost na dve desatinné miesta, porovnajte ich
s normalnym rozdelenim.

Obdobie L 11 111 V. V. VI Vil Vil | IX X XL XII.

Michalovce | 41 38 29 38 56 79 67 67 63 52 55 52

Spracované podla: SHMU Kosice

RieSenie:

Nakol'ko sikmost mozno vypocitat ako treti centrdlny moment normovanej premennej a

Spicatost’ ako Stvrty centrdlny moment normovanej premennej zmenseny o hodnotu 3, kde
X, —Xx . . . . Lo, .

t, =— , vypocet bude smerovat najprv k urceniu hodnoty aritmetického priemeru

1

a smerodajnej odchylky uz pomocou znamych vzorcov zkapitol 4 a 6. Pre vypocet
uvedenych charakteristik vyuzijeme nasledovnu tabul’ku:
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X, | om | xn| x,—-X | (x,-%)° | (x,-%)’n|  _x-X t’.n, thn,
SX
29 1 29 | -24,083 579,991 579,991 -1,720 -5,088 8,752
38 2 76 | -15,083 227,497 454,994 -1,077 -2,498 2,691
41 1 41 | -12,083 145,999 145,999 -0,863 -0,643 0,555
52 2 104 | -1,083 1,173 2,346 -0,077 -0,001 0,000
55 1 55 1,917 3,675 3,675 0,137 0,003 0,000
56 1 56 2,917 8,509 8,509 0,208 0,009 0,002
63 1 63 9,917 98,347 98,347 0,708 0,355 0,251
67 2 134 | 13,917 193,683 387,366 0,994 1,964 1,952
79 1 79 25,917 671,691 671,691 1,851 6,342 11,739
X =12 X X X X=2352,918 X X=0,443 X=25,942
Poznamka: x — neuvedeny udaj.
k k ( _)2

X.n. X, —X) .n,
X = ; _ :@ ~ 53,083, 52 = ; | | = 2352918 ~ 196,077, s =14,003.

n n
Koeficient Sikmosti:

V= litﬁ n, = 0,443 ~ 0,04
n 12

Koeficient Spicatosti:
Y, = (lzk:t;‘.nij— 3= 25,942 -3~ -0,84.

n< 12

Odpoved’: Koeficient Sikmosti

7,>0, teda ide o lavostranne asymetrické rozdelenie

pocetnosti. Koeficient $picatosti y, <0, ¢o znamend, Ze rozdelenie pocetnosti je plochejsie ako

u normalneho rozdelenia.

2. Vypocitajte Pearsonovu a kvartilovu mieru Sikmosti z rieseného prikladu 2 v kapitole 6.
Vysledky interpretujte.

RieSenie:

Pre vypocet Pearsonovej a kvartilovej miery Sikmosti vyuZijeme uz vypocitané hodnoty
aritmetického priemeru X = 74,69 a smerodajnej odchylky s =12,87. Dalsie hodnoty ako

modus, median, dolny a horny kvartil si dopocitame.
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Xi n; N; Jfi F;
(50,60> 5 5 0,156 0,156
(60,70> 7 12 0,219 0,375
(70,80> 8 20 0,250 0,625
(80,90> 9 29 0,281 0,906
(90,100> 2 31 0,63 0,969
(100,110> 1 32 0,031 1
h _ _
i=s,, — o Mpto-1 ~ Magont =80+90_1_0. 82 =85—5.£z83,93
2 ny,, tn,,., +2n,, 2 2 8+2+29 28
r=1
0,5-> f;
Feath—ma 2704102270375 90,10 %125 _ 45
- , 0,250
rz_]
0,25-) f.
Of —g+h——T —604+10 227016 6409
o' ’
VZ_I
0,75=-)> f,
Ol =a+h——""— =80+ 1027570625 84,45
o' ’
Pearsonova miera Sikmosti: S, = Xox _T469-8393 -0,718

s 12,87

X

Kvartilova miera Sikmosti:

o (of-%)+(x-07) (84,45 — 64,29) 2016 20,16

4 _=)_ (= _N? - — — - -
g 0 -F)-(F-0) (3445-75-(15-6429) 945-1071 126 _ .

Odpoved’: Pearsonova i kvartilova miera Sikmosti nadobudaju zaporni hodnotu, teda ide
o pravostranne asymetrické rozdelenie pocetnosti.

3. Vtabulke su uvedené informadcie o pocte deti, intervale, v ktorom sa pohybuje vySka ich
mesacného vreckového a o celkovom pocte EUR, ktoré dostanu mesacne deti v kazdej
intervalovej skupine. Vypocitajte koeficient koncentrdcie a pomer koncentrdcie. Nacrtnite
Lorenzovu krivku a vysledky intepretujte.
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Vreckové v EUR Pocet deti Celkova vyska mesacného vreckového pre dany interval
(5-7> 5 30
(7-9> 10 84
(9-11> 5 50
(11-13> 4 47
(13-15> 3 44
RieSenie:
X, n, C f F, z, Z, Z_,+2Z) | (Z_+Z2) y;
2 2 l
(5-7> 5 30 0,185 0,185 0,118 0,118 0,059 0,0109
(7-9> 10 84 0,371 0,556 0,329 0,447 0,2825 0,1048
9-11> 5 50 0,185 0,741 0,196 0,643 0,545 0,1008
(11-13> 4 47 0,148 0,889 0,184 0,827 0,735 0,1088
(13-15> 3 44 0,111 1 0,173 1 0,9135 0,1014
X ¥=27 | ¥=255 X X X X X 2=0,4267=S

Vysvetlivky: X, - vreckové v EUR, p_ - poCet deti, C-celkova vySka mesacného vreckového pre dany interval,
fi - relativana poGetnost’ deti, F;- kumulativna relativna poCetnost’ deti, z;- podiel danej skupiny (vysky

vreckového v danom intervale) na celkovej mesaénej vyske vreckového, Z, - kumulativny podiel danej skupiny

(vysky vreckového v danom intervale) na celkovej mesacnej vyske vreckového

Koeficient koncentracie:

K, =1-25=1-0,8534 = 0,1466.

Pomer koncentracie:

k-1
(F,-Z2))
P - Z _ (0.185-0,118) + (0,556 — 0,447) + (0,741 - 0,643) + (0,889 — 0,827) _

kZ_iF 0,185+0,556 +0,741+ 0,889

1

i=1

_0,067+0,109+0,098+0,062 0,336
2,371 2,371

~0,1417.
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Lorenzova krivka:

1.2

12 F;

Odpoved’: Koeficient koncentracie ma hodnotu 14,66%, pomer koncentracie je rovny 0,1417.
Z uvedeného mozno usudit, ze sledovany jav sa vyznacuje len slabou koncentraciou.
Koncentraciu mozno interpretovat aj na zaklade zostrojenej Lorenzovej krivky. Ako si
mdzeme v grafe vSimnut, hodnoty sledovaného znaku st rozdelené pomedzi jednotky
priblizne rovnomerne. Plocha medzi Lorenzovou krivkou a diagondlou je pomerne mala,
a teda sledovany jav je slabo koncentrovany.

4. HadZeme kockou. Akd je pravdepodobnost, ze
a) pri jednom hode padne 2,
b) pri dvoch po sebe nasledujucich hodoch padnu 6,

¢) pri dvoch po sebe nasledujucich hodoch padne sucet §.

RieSenie:

Pravdepodobnost, Ze nastane uvedeny jav, vypocitame ako podiel poctu ziadanych
vysledkov m k poctu moznych vysledkov n.

a) Prijednom hode padne 2: P(A4) = 7 é
n

b) Pri dvoch hodoch padne po sebe 6: P(A4).P(B) =

11
6 6 36

b

. . : 1
= pravdepodobnost’ padnutia 6 pri prvom hode kockou je: P(A4) = m_ o
n
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= pravdepodobnost’ padnutia 6 pri druhom hode kockou je: P(B) = m_ %
n

c¢) Pri dvoch hodoch padne sucet 8: P = n
n

(08)
O\|U‘

-

= m - pocet priaznivych moznosti: 2

A UL W O
B W WL N DD

= n - pocet vSetkych moznosti: je 6.6=36.

5. CZistite, ci plati:
(AUB)-B=A—-(ANB).

RieSenie:

(AUB)—-B=A-(ANB)

(AUB)NB =AN(AUB)
(ANB)U(BNB)=(ANA)U(ANB)
(ANB)=(4ANB)

A-B=A-B

6. V'3 hranatych akvaridach plavaju po 3 zlaté rybicky a 1 biela. V 2 okruhlych akvariach po
1 zlatej rybke a 2 bielych. Aka je pravdepodobnost, Ze zlata rybka bola vylovena z hranatého
akvaria a aka z okruhleho?

RieSenie:

Riesenie uvedeného prikladu smeruje k vypoctu podmienenej pravdepodobnosti:

P(A,).P(A/ 4,) ~ 2
PA) ,Maﬂm—;PMJHAMJ

P(A4,/ 4) =

Oznacenie:

P(4) — pravdepodobnost’ vytiahnutia zlatej rybky
P(A4;) — pravdepodobnost’ vyberu hranatého akvaria,
P(A4;,) — pravdepodobnost’ vyberu okrihleho akvaria,

P(A/4;) — vybrali sme si hranaté akvarium, zaujima nas pravdepodobnost’ vytiahnutia zlatej
rybky z tohto akvaria,
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P(A4/4;) — vybrali sme si okrahle akvarium, zaujima nas pravdepodobnost’ vytiahnutia zlatej

rybky z tohto akvéria.

2 3 1
o PUSA) =2 P(A/A) =,
P(4) = iP(Ai YP(A] A)=P(A4,).P(A] A)+ P(4,).P(A] 4,) = %%%

i=1

P(4,) = % P(4,)

|
3720 15 60

33 9
P(4, | 4) = P(4).P(A/4) _5°4 20 _27
P(4) 7 7 35

2 12

21 2
P(Az/A)zp(Az)-P(A/Az) _53_15_38
P(A) 7 7 35

12 12

Poznamka: V uvedenej Glohe stacilo vypocitat’ pravdepodobnost’ vytiahnutia zlatej rybky len

. . .ri 27 )
z hranatého akvaria, potom od 1 odpocitat hodnotu —, ¢im by sme dostali

2

pravdepodobnost’ vytiahnutia zlatej rybky z okruhleho kavéria.

Odpoved’: Pravdepodobnost’ vytiahnutia zlatej rybky z hranatého akvaria je % , z okruhleho

.. 8
akvaria —.

7. V Skatuli je 10 kariet, z toho dve esa. Zistite pravdepodobnost, s akou mozno vytiahnut eso

pri troch ndahodnych tahoch (esa do Skatule po tahu vraciame). Zostrojte graf rozdelenia
pravdepodobnosti a graf distribucnej funkcie.

RieSenie:

Oznaéme si 4 nadhodny jav — vytiahnutie esa, x- jednotlivé hodnoty, ktoré mdze
premenna A nadobudat’, t. j. z troch tahov moéze padnut’ eso 0-krat, 1-krat, 2-krat alebo 3-

krat. Pre vypoCet hladanej pravdepodobnosti vyuzijeme binomické rozdelenie
pravdepodobnosti:

n!
P A:x — n X. n—x — X. n—x
(4=x=()p"q P

5
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kde p predstavuje pravdepodobnost, sakou nastane ziadany jav (vytiahnutie esa):
2 ) . . :
P(A) :Ea q pravdepodobnost’, Ze nenastane ziadany jav (t. j., Ze eso nevytiahnem):

8
P(A4)=—.
“) 10
a) RieSime pravdepodobnost’, Ze eso nevytiahneme ani raz (x=0):

P4=0)=)p" ¢’ =(3)(2j0.(8j3 S LE Y )

10) 110) ~oi3—0)" 1000

b) RieSime pravdepodobnost, Ze eso vytiahneme raz (x=1):

o=t O3 (8 e -oom

10)110) ~1G3=1)!"10 100

¢) RieSime pravdepodobnost, Ze eso vytiahneme 2-krat (x=2):

(V2 (\2)Y(8) . 3 4 8
P(A_z)_(z)p q _(2)(5) ~ B —mmﬁ—0,096

d) RieSime pravdepodobnost’, Ze eso vytiahneme 3-krat (x=3).

P4=3)=)p"¢" :(g)(zf.(g]o 8- 0.00s.

10) 110) ~ 313-3)I'1000°

Graf rozdelenia pravdepodobnosti:

0,6

P(4=0)
0,5

P(A=1)
04

0,3 1

0,2

P(4=2)
0.1

P(A=3)

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Nakol'ko distribu¢né funkcia je definovand pre vSetky realne Cisla, musime preskiimat’
nasledovné moznosti:
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a) V pripade, ze x nadobuda hodnoty z intervalu (—oo, 0), pravdepodobnost’, ze pri troch
tahoch vytiahneme eso menej ako 0-krat je 0 (nemo6zem ho tahat’ -1, resp. -2 krat pod.).

b) Ak by x nadobudalo hodnoty z intervalu <0,1), tak jedina redlna moZnost’ je ta, ze z troch
tahov by sme eso nevytiahli ani raz, teda pravdepodobnost’ P(4=0)=0,512. Distribu¢ni
funkciu na uvedenom intervale by sme definovali nasledovne:
F(x)=P(A<1)=P(A4=0)=0,512.

c) Pre x patriace do intervalu <1,2) by uz pripadali do tivahy dve moznosti, a to, Ze eso
nevytiahneme ani raz alebo ho vytiahneme pradve raz, ¢o mozno zapisat’ v tvare:
F(x)=P(A4<2)=P(A=0)+P(4=1)=0,512+0,384 = 0,896.

d) Pre x patriace do intervalu <2,3) m6zu nastat’ az 3 moznosti. Eso nemusime vytiahnut’
vobec, mdzeme ho vytiahntt raz alebo 2-krat:

F(x)=P(A<3)=P(4=0)+P(4A=1)+P(4=2)=0896+0,096 = 0,992.

e) Poslednym intervalom, ktory je potrebné preskiimat’, je interval <3,00). Pre x patriace do
tohto intervalu mézu nastat’ az tri moznosti: eso nevytiahneme ani raz, eso vytiahneme
raz, 2-krat alebo 3-krat. Distribucna funcia pre uvedeny interval ma tvar:

F(x)=P(A<0)=P(A=0)+P(4=1)+ P(4=2)+ P(A=3)=0,992+0,008 = 1,000.

Graf distribu¢nej funkcie:

A
12
4 - Q
[ O
0,8
0,6
.—O
0,4 -
0,2
n T O T T T #
3 -2 1 0 1 2 3 4

7. Vo vyrobnej prevazke pripadaju na 1000 vyrobkov 4 chybné vyrobky. Urcte
pravdepodobnost, ze pri 100 nahodne vybranych vyrobkoch bude najviac 1 chybny.
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RieSenie:

Nakol'ko pravdepodobnost, Ze jav nastane v jednom pokuse je velmi mala

4 : . .
(p= 1000 =0,004) azaroven pocet pokusov je velky (n=1000), vyuZijeme Poissonove

X

rozdelenie pravdepodobnosti P(X :x):/%—'e_l,kde A=n.p. Oznaéme si x jednotlivé
X

hodnoty, ktoré méze jav X nadobudat. Pravdepodobnost’, ze pri ndhodne vybranych 100
vyrobkoch bude najviac 1 chybny, mozno zapisat'v tvare: P(X <1)=P(X =0)+ P(X =1).

A =n.p=100.0,004=0,4.

0

P(X =0)= 0’; e " % 0,670.
1

P(X =1)= 0’1"‘ e " % 0,268.

P(X <1)= P(X =0)+ P(X =1) = 0,607 + 0,268 = 0,875.

Odpoved’: Pravdepodobnost’, ze pri 100 ndhodne vybranych vyrobkoch bude 1 chybny, je
0,875.

8. Predpokladajme, Ze priemerny pocet dni bez slnecného svitu v jednotlivych mesiacoch ma
v urcitej klimatickej stanici normalne rozdelenie s parametrami u =130 a smerodajnou

odchylkou o =9. Urcte pravdepodobnost, Ze v nahodne zvolenom mesiaci bude
a) menej ako 140 slnecnych dni,

b) viac nez 135 slnecnych dni.

RieSenie:
Nahodnu premennt x,, si prevedieme na normovand premennu ¢,

2 ¢ :xo_“zl“o‘”ozﬁzm,
0 o 9 9

F(x))=F(t), P(x<x,)=P(t<t,).

P(x <140) = P(t < 1,11) = 0,86650.

Odpoved’: Pravdepodobnost’, Ze v ndhodne zvolenom mesiaci bude menej ako 140 slne¢nych
dni je 86,65 %.

b) tO:xo_u:BS_BO:ézO,S&
o 9 9
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F(x,)=F(t,), P(x>x,)=P(t>1,).
P(x>135) = P(t > 0,56) = 1— P(t < 0,56) = 1—0,71226 = 0,28774.

Odpoved’: Pravdepodobnost’, Ze v ndhodne zvolenom mesiaci bude viac ako 135 slnecnych
dni, je 28,774 %.

9. Predpokladajme, Ze priemernd julova teplota vo vybranej klimatickej stanici ma normalne
rozdelenie so strednou hodnotou u=15,5 a smerodajnou odchylkou o =2. Vypocitajte, aka

je pravdepodobnost, ze pri nahodne vybranom dni bude v danom obdobi kolisat jeho teplota
vrozpdti 12,5-18,5 °C?

RieSenie:
Najprv si prevedieme transforméciu nahodnej premennej x na normovanu ndhodna
4 b b x_ > 4 AN 4 b
premennt ¢ podla vztahu: t=""# Nakolko premennd x moéze nadobudat’ hodnoty
o

z intervalu <12,5; 18,5>, vypocitame normovanu premennu ¢ pre dolni a hornt hranicu
intervalu.

Normovana premenna t pre dolnu hranicu intervalu:
12,5-15,5
td = @ =
2
18,5-15,5
th = 4
2

-1,5 Normovand premenna t pre hornu hranicu intervalu:

=15.

Z tabul’ky distribu¢nej funkcie nasledne ur¢ime hodnotu distribu¢ne;j funkcie v bode 2:
F(t,)=F(15)=0,933. Nakolko plati, ze F(-t,)=1-F\(t,),hodnota distribu¢nej funkcie v
bode -1,5 sa bude rovnat: F(-1,5)=1-F(1,5) =1-0,933 =0,067.

Vzhl'adom na to, ze pravdepodobnost’ P(12,5<x<18,5)=F(1,5)-F(-1,5)=0,933-0,067=0,866.

Odpoved’: Pravdepodobnost’, ze pri ndhodne vybranom julovom dni bude priemernd teplota
vzduchu v pozadovanom intervale, je 86,6%.

NerieSené ulohy:

1. V tabulke su uvedené informdcie o ziakoch, ktori navstevuju zaujmové kruzky. Pomocou
normovanej premennej vypocitajte hodnotu koeficientu Sikmosti a koeficientu Spicatosti. Na
ich zaklade posudte asymetriu a Spicatost rozdelenia. Medzivysledky zaokruhlujte na tretie
desatinné miesto, konecné vysledky pre Sikmost a Spicatost na dve desatinné miesta.
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Pocet kruzkov Pocet Ziakov
X; n;
1 8
2 12
3 4
4 3

2. Z nasledujucej tabulky vypocitajte Pearsonovu a kvartilovii mieru Sikmosti, urcte, o aky typ
rozdelenia pocetnosti ide.

xi ni
(5-9> 2
(10-14> 3
(15-19> 8
(20-24> 5
(25-29> 1

3. Vtabulke su uvedené informdcie o pocte Studujicich v zahranici v jednotlivych obciach.
Vypocitajte koeficient koncentracie a pomer koncentrdacie. Nacrtnite Lorenzovu krivku
a vysledky intepretujte.

Pocet studujucich Pocet obci Pocet studujucich v jednotlivych obciach
1-4 5 17
5-9 3 22
10-14 6 64
15-19 4 66
20-24 3 67

4. Zistite, ¢i nasledovny jav je nemozny: (AU B) " (4 U B)N (AU B)N (AU B).
5. Hra pozostava z troch kol. Hrac¢ absolvuje vsetky tri kola bez ohladu na to, ¢i v niektrom

kole vyhral alebo nie. Pravdepodobnost vyhry v prvom kole hry je % v druhom kole %

2
a v tretom kole P Urcte pravdepodobnost, zZe hrac v tretom kole nevyhral, ak vyhral
celkovo dve kola hry.

6. Vklobuku je 5 bielych a 3 Ccierne gulicky. Zistite pravdepodobnost, s akou vytiahnem
z klobuka bielu gulicku, ak taham gulicky z klobuka dvakrat (Vytiahnuta gulicka sa pri
druhom tahu vracia spdt do klobuka).

7. Uvazujme rodiny s troma detmi. Nech ndhodna velicina X znamend pocet chlapcov
v rodine. Urcte rozdelenie pravdepodobnosti a distribucnu funkciu, ak viete, ze na 100 000
narodenych deti pripada 49 000 chlapcov.
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8. Vo vybranom regione Zzije 1500 zien europidnej rasy a3 Zeny negroidnej rasy. Urcte
pravdepodobnost, ze pri nahodnom vybere 80 Zien bude medzi nimi najviac 1 Zena
negroidnej rasy.

9. Predpokladajme, Ze vyska prijmov mad vo vybranej skupine Studentov normalne rozdelenie
so strednou hodnotou o =110 EUR a smerodajnou odcyylkou u =67 EUR. Urcte

pravdepodobnost, ze nahodne vybrany Student ma:
a) menej ako 50 EUR,
b) viac ako 120 EUR,
¢) od 80 do 150 EUR.
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8 Casové rady a miery rastu

Statisticky rad predstavuje uréiti postupnost’ hodnét znaku, ktoré mézu byt urditym
spdsobom usporiadané. Ak je toto usporiadanie realizované na zéklade Casového vyskytu
hodndt znaku, hovorime o ¢asovych radoch.

Casové rady modzu byt vytvorené priamo zistitelnymi znakmi (absolutnymi
ukazovate'mi) alebo odvodenymi. V pripade, ze je casovy rad tvoreny absolitnymi
veli¢inami viazicimi sa kur¢itému casovému okamziku, hovorime o okamzikovych
casovych radoch. Ak su absolutne veliiny vztahované na urcity ¢asovy interval (obdobie),
ide o intervalové ¢asové rady. Casové rady vytvorené z odvodenych ukazovatelov mozu byt
bud &asovymi radmi priemernych veli¢in (kizavych priemerov) alebo relativnych
pomernych veli¢in (napr. radov indexov, hektarovych vynosov).

OKAMZIKOVE CASOVE RADY

Vlastnosti okamZikovych casovych radov:

su spojité v Case,

hodnota ukazovatel'a je len funkciou &asu, nezavisi od dizky intervalu,

okamzité ukazovatele za niekol’ko po sebe idtcich ¢asovych intervalov nes¢itavame,

charakteristickou okamzikovou veli¢inou je chronologicky priemer vyjadrujici priemer
sledovaného javu v Case:

a) v pripade, Ze je dizka ¢asovych intervalov (¢, ,¢,)konstantna, potom

X +x, XxX,+x X, ,+x, X X
L2422 g 4ol Sl +x et x, 2
%, = 2 2 2 _2 2 . kde
n—1 n—1
X;,X,,...,X, su okamzikové ukazovatele pre n cCasovych okamzikov oznacenych ako
fioty oot

c) ak dizka Gasovych intervalov (¢,_,,t,) nie je konstantnd, potom

i-1°

X, + X, x, + X, X, +x, 1 4r
o B+ 5 .hz+...+72 h 22(, Ry

hy+h, +...+h,

X;,X,,...,X, su okamzikové ukazovatele pre n casovych okamzikov ozna¢enych ako ¢,,t, ...,

a hy,h,,..h, dizky ¢asovych intervalov,

- graficky sa okamzikové casové rady obvykle znazorfiuji pomocou spojnicovych
diagramov, v ktorych je os useciek ¢asovou osou.
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INTERVALOVE CASOVE RADY
Vlastnosti intervalovych ¢asovych radov:
- jednotlivé hodnoty sa vzt'ahuju k ¢asovym intervalom,

- hodnota intervalového ukazovatela zavisi na dizke intervalu (s rasticou hodnotou dizky
intervalu sa zviac¢Suje aj ukazovatel’),

- pred analyzou intervalovych ¢asovych radov je vhodné prepocitat’ hodnoty intervalovych
ukazovatel'ov na jednotny interval (tato poziadavka vyplyva z praxe, kde Casto pracujeme
s prirodzenymi ¢asovymi obdobiami, ako napr. mesiac, rok, ktoré mézu mat’ r6znu dlzku),

- za dlhSie casové obdobie mozno intervalové ukazovatele prezentovat’ formou stctovych
(kumulativnych) radov.

Typy intervalovych casovych radov:

Ak si ozna¢ime hodnotu intervalového ukazovatel'a zistenll za Casovy interval (#,,¢,),
kde 1<i<nsymbolom Q, apriradime ho ¢asovému okaZiku ¢, dostaneme nasledovny
intervalovy rad:

casovy okamzik: th 1 b . b I
hodnota ukazovatela: Qp QO; O, .. Ou: O,
kde Qp=0 a O>Q:;. Ak hodnotu intervalového ukazovatela zistenti za Casovy interval
(t,,,t,) oznac¢ime ako ¢, a priradime ju stredu dané¢ho casového intervalu, ktory oznac¢ime ako

£ . ’ v 4
t; , dostaneme intervalovy ¢asovy rad tvaru:

stred intervalu: t, t, t, .t

hodnota ukazovatela: qo q; ¢q2 .. qui  qn

kde ¢, =¢,,,9,>q,, alebo ¢,<gq,,. Casovy rad ukazovatelov ¢,nazyvame intervalovym

radom beZznych hodnot. Rad ukazovatelov Q; je vyjadrenim stctového kumulativneho
radu:Q, =¢q,+q, +...+q,, +q,.

Inym typom suétového radu je rad kizavych dhrnov. VyuZiva sa pre porovnanie
hodnét v odpovedajicich si ¢asovych intervaloch, t j. pre porovnanie radu hodndt
v sledovanom obdobi s troviiou radu v predo§lom obdobi. Ak hodnoty kizavych thrnov
vzrastaju, velkost’ sledovanych ukazovatelov je vySia ako v predchadzajicom obdobi.
Podrobnejsie vysvetlenie vypoétu kizavych uhrnov je su¢astou vzorového prikladu 1.

Vsetky uvedené Casové rady (rad beznych hodnét, kumulovanych hodnoét -stctovy rad,
rad klzavych thrnov) mozno vhodne zndzornit' pomocou Z-diagramu. Ide o kombinaciu
troch druhov ¢asovych radov v jednom grafe:

a) zndzornenie beznych hodnét - priebeh vyvoja daného javu v beznom obdobi,
b) znazornenie kumulovanych hodndt - vyvoj skimaného javu od zaciatku sledovaného
obdobia,

¢) znazornenie kizavych thrnov - vyvoj javu v beznom obdobi oproti minulému obdobiu.
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CHARAKTERISTIKA CASOVYCH RADOV
Hlavnym cielom analyzy ¢asovych radov je:

a) odhalenie zakonitosti ich vyvoja,

b) zistenie pricin tohto vyvoja,

¢) urcenie d’alSej prognézvy vyvoja.

Podla toho, ¢i dan¢ Casove rady vykazuju urcity trend vo vyvoji, mozeme hovorit
o &asovych radoch bez trendu alebo s trendom. Casové rady sa mozu vzajomne lisit’ dizkou
cyklu 1 amplitadou vykyvu. V pripade niektorych c¢asovych radov mozno pozorovat kolisanie
hodnét okolo urcitej trovne vrocnych, Stvrtroénych, mesacnych, pripadne dennych
intervaloch, pri¢om toto kolisanie méa v kazdom roku rovnaky charakter. Ide o tzv. sezénne
kolisania. Vo vSeobecnosti mozno konstatovat, ze Casové rady moézu obsahovat trend,
periodické (sezonne, kratkodobé alebo cyklické) kolisanie alebo nahodné kolisanie.
Z uvedeného vychddzame aj pri popise vyvojového charakteru casovych radov, kde
charakterizujeme sezonne alebo cyklické kolisanie ¢i intenzitu ndhodného kolisania, kde
plynuly vyvoj €asového radu je ovplyvneny nahodnymi vplyvmi, ktoré sposobuju menSie
vykyvy ukazovatel'ov okolo trendu (Bréazdil, et. al. 1995).

Zakladné informacie o ¢asovych radoch ziskavame pomocou popisnych charakteristik,
ktoré umoznuji pouzit’ rézne typy trendovych funcii k popisaniu analyzované¢ho casového
radu. Patria tu:

a) absolutne miery rastu (absolutny prirastok, zrychlenie absolutneho prirastku),
b) relativne miery rastu (koeficient rastu, koeficient prirastku).
Absolitny prirastok a; definujeme ako x;, —x,,.Vyjadruje prirastok hodnoty

casového radu v ¢asovom okamziku ¢, kde 2 <i < j. Ak zistime, Zze hodnoty v Casovom rade

absolutnych prirastkov st v podstate konsStantné, mozno dany ¢asovy rad povazovat za rad
s linearnym trendom. V uvedenom pripade mdézeme pre charakteristiku dané¢ho ¢asového radu
vyuzit’ priemerny absolitny prirastok, ktory definujeme ako:

J J
Zal Z(xz—xl)+(x3—x2)+...+(xj—xj_1) B
=2 xj xl

- i=

: ]—1 j-1 -1
Ak sa vcasovom rade absolutnych prirastkov prejavi rastuca alebo klesajica
tendencia, je potrebné vypocitat hodnotu zrychlenia absolitneho prirastku z;:

zp=a,—a,_ =0, —x_)—(x, —x,)=x,—2x,, +x,,
V pripade, ze pozname hodnoty povodného casového radu, mézeme definovat’

. X; . .- c . .
koeficient rastu: r, = ——. Znézorfiuje sa desatinnym cislom alebo percentom. Vyjadruje,
X.
i—1
o kol’ko percent vzrastla hodnota ¢asového radu v okamziku # v porovnani s casovym
okamzikom ¢,_,. Ak hodnoty casového radu rasti stile a priblizne rovnako, moZeme

vypocitat priemerny koeficient rastu, ktory je geometrickym priemerom jednotlivych
X X X X
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Dal$ou relativnou mierou rastu je koeficient prirastku p; Ziskame ho jednoduchym
odpocitanim 1 (resp. 100 %) od kaZdej hodnoty koeficientu rastu r;. p. =, —1(tab. 8).

Tab. 8 Vypocet zakladnych mier rastu

1 Xi | @i | %i| K Di
1960 | 4 | - | - | - - - -
1965 8 | 4| - | 2 [200% | 1 |100%

1970 | 12| 4 | 0 | 1,5 | 150% | 0,5 | 50%

1975113 |1 | -3 1,1 | 108% | 0,1 8%

1980 | 11 | -2 |-3 108 | 8% |-0,2]| -15%

1985 | 14| 3 | 5 | 1,3 127% | 0,3 | 27%

1990 | 16 | 2 | -1 | 1,1 | 114% | 0,1 | 14%

X . .
Poznamka: V uvedenom priklade si a; = x; — X, |,1; =——, p, =1, —ldefinované pre 2<i < j, z. je

definované pre 3 <i < j.
ZISTOVANIE VYVOJOVYCH TRENDOV CASOVYCH RADOV

Ako sme uz vysSie spominali, hlavnymi javmi, ktoré je potrebné sledovat’ pri analyze
¢asovych radov, st trend vyvoja, periodické a ndhodné kolisanie. Pre urCenie trendu vyvoja, a
tym aj umoZnenie extrapolacie ¢asového radu’, sa vyuZiva vyrovnavanie (zhladzovanie)
casového radu.

a) Mechanické zhladzovanie ¢asového radu - povodné hodnoty nahradzame priemernymi,
pricom nepozadujeme moznost’ extrapolacie ¢asového radu. NajcastejSie sa k mechanickému
zhadzovaniu (odstraneniu lokalnych vykyvov v ¢asovom rade) pouZivaju kizavé (pohyblivé)
priemery (graf 12). Tie nahradzaji empirické hodnoty jednoduchymi alebo vazenymi
priemermi (prevazne aritmetickymi), ktoré vypocitame z hodnoty x; a ur¢ité¢ho poctu hodnot,
ktoré bezprostredne predchddzaji danej hodnote a zrovnakého poctu hodndt, ktoré sa
nachadzaji za uvedenou hodnotou (tab. 9 arieSeny priklad 3). Ak je pocet hodndt pérny,
pristupujeme k centrovaniu kizavych priemerov, ktoré spotiva vo vypoéte priemeru
z kazdych dvoch susednych kizavych priemerov. Nevyhodou je to, Ze krajné hodnoty tak
ostavaju v ¢asovom rade nevyrovnang.

’ Extrapolacia vyjadruje odhad parametrov v priestore mimo zadanych hodndt. Interpolacia je odhad
parametrov medzi zndmymi hodnotami.
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Tab. 9 Kizavé priemery 7 3 a 7 5 hodnot

x; | Kizavy priemer z 3 hodnét | Kizavy priemer z 5 hodn6t
12 | - -

g8 |10 -

10| 9,7 10,8

11| 11,3 9,6

13110 10,4

6 | 10,3 -

12 | - -

Graf 12 Schematické zndzornenie zhladzovania asového radu pomocou kizavych priemerov

b) Pri analytickom vyrovnavani ¢asového radu sa snazime vyjadrit’ ¢asovy rad nejakou
analytickou funkciou, ktord najlepsSie vystihuje vyvojovy trend. Vo vSeobecnosti ju mozno
zapisat’ v tvare y= f(t,a, «,...,a,), kde t je Casova premennd a «,,q,,...,, prislusné

parametre analytickej funkcie. Vzniknuta regresné funkcia méze predstavovat’:
a) linearny (priamkovy) trend, kde prirastok, resp. Uubytok javu v case je
pravidelny: y, = a +b.t,, kde y; predstavuje zavislli premennq, # nezavislé premenna
(Cas) a a, b su parametre,

b) nelinearny (mocninovy, exponencialny, hyperbolicky, parabolicky 2. stupna —
kvadraticky trend, vyvojovy trend vo forme logistickej krivky, ..).
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RieSené ulohy:

1. Z udajov uvedenych v tabulke vypocitajte:

a) kumulované hodnoty,

b) kizavé iihrny,

¢) vpocty znazornite graficky vo forme Z-diagramu.

Predaj pocitacov v ks v roku
Mesiac rok 2004 rok 2005
Januar 7 10
Februar 8 4
Marec 9 5
April 12 8
Madj 7 7
Jun 3 6
Jul 8 5
August 10 7
September | 4 4
Oktober 8 7
November | 6 7
December | 9 4
RieSenie:

a) Kumulované hodnoty pocitame pre aktualny rok(v danom priklade pre rok 2005). Ak si
hodnoty v stipci za rok 2005 ozna¢ime ako ., potom kumulativne hodnoty N; uréime

k
ako N, =Zni.

i=1

b) Pri vypoéte kizavych tthrnov postupujeme nasledovne: Najprv si uréime suméarnu hodnotu
pocitacov pre rok 2004. Nasledne si vypocitame rozdiel medzi poctom kusov predanych
poéitaov v roku 2005 a 2004. Hodnotu kizavého uhrnu pre mesiac januar uréime tak, Ze
k celkovému poctu pocitatov vroku 2004 pripo¢itame rozdiel hodnoét v pocte pocitacov
v januari 2005 a2004 avpiseme ju do stpca kizavych whrnov za mesiac januar, t.j.
(9143=94). V pripade nasledujuceho mesiaca februir vyuZijeme uZ hodnotu kizavého
priemeru z mesiaca janudr, ku ktorej pripocitame rozdiel v poc¢te kusov pocitacov vo februari
2005 a 2004 (94-4=90). Vyslednti hodnotu zapiseme do stipca kizavych thrnov pre mesiac
februar a postup opakujeme. Pri vypoétoch kizavych twhrnov pre nasledujuce mesiace
vyuzivame stale hodnotu kizavého tthrnu za predo§ly mesiac.
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Predaj pocitacov v kusoch Rozdiel Kumulované Kizavé
v roku hodnoty uhrny
Mesiac rok 2004 rok 2005 N
ng
Januar 7 10 3 10 94
Februar 8 4 -4 14 90
Marec 9 5 -4 19 86
April 12 8 -4 27 82
M3j 7 7 0 34 82
Jun 3 6 3 40 85
Jul 8 5 -3 45 82
August 10 7 -3 52 79
September 4 4 0 56 79
Oktober 8 7 -1 63 78
November 6 7 1 70 79
December 9 4 -5 74 74
Suma 91 - - -

¢) Z-diagram

100

90

80 —

\
) /././
60

40

30

20

10 -

Legenda: a-priebeh vyvoja daného javu vroku 2005, b- zndzornenie kumulovanych hodnét pre rok 2005,
c-vykreslenie vyvoja javu v roku 2005 oproti roku 2004 prostrednictvom kizavych vihrnov.
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2. Z udajov o pocte obyvatelov vypocitajte:

a) absolutny prirastok,

b) zrychlenie absolutneho prirastku,

¢) koeficient rastu

d) koeficient prirastku. Koeficienty rastu a prirastku zaokruhlujte na 2 desatinné miesta.

Rok Pocet obyvatel’ ov
1870 1061
1880 1524
1890 1325
1900 1305
1910 1472
1920 1438
1930 1428
1940 1500
RieSenie:

Oznaéme si ¢asové obdobia ako #, hodnoty Statistického znaku ako x;, hodnoty
absolutneho prirastku a;, zrychlenia absolutneho prirastku z;, koeficientu rastu 7; a koeficientu
prirastku p;. Hl'adané miery rastu vypocitame pomocou nasledovnych vzorcov:

a, =x,—x_,z,=a;,—a,_, =(x;,=x,_ )= (X, =X, ,) =X, —2x,_, +x,,, 1, =——, p=r—1
kde 2<i<j pre a,,p,,1; a3<i< jpre z,.
t; Xi a z I 1; (v %) pi pi (v %)

1870 1061 - - - - - -
1880 1524 463 - 1,44 144 0,44 44
1890 1325 -199 -662 0,87 87 -0,13 -13
1900 1305 -20 179 0,98 98 -0,02 -2
1910 1472 167 187 1,13 113 0,13 13
1920 1438 -34 -201 0,98 98 -0,02 -2
1930 1428 -10 24 0,99 99 -0,01 -1
1940 1500 72 82 1,05 105 0,05 5
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3. Graficky znazornite zmeny v zrazkovych pomeroch vybraného vizemia pomocou redlnych
hodnot a trojrocnych klzavych priemerov.

Rok Priemerny roc¢ny vhrn zraZok v mm
1950 700
1955 650
1960 625
1965 730
1970 680
1975 655
1980 730
1985 695
1990 600
1995 705
2000 680
RieSenie:

Zadan@ tabulku si doplnime o 3-ro¢né kizavé priemery, ktoré si vypoéitame ako
aritmeticky priemer z troch po sebe nasledujicich priemernych roénych thrnov zrdzok. Pre
roky 1950, 1955 a 1960 bude hodnota kizavého priemeru: (700+650+625)/3=658,3, ktor
napiSeme k roku 1955 do stipca 3-roénych kizavych priemerov. Nasledujuci kizavy priemer
pocitame z priemernych ro¢nych thrnov zrazok pre roky 1955, 1960 a 1965, pricom vysledna
hodnotu zapiSeme k roku 1960 do stipca 3-roénych kizavych uhrnov. Uvedeny postup
opakujeme.

Rok Priemerny ro¢ny uhrn zraZok v mm 3- ro¢né kizavé priemery
1950 700 -
1955 650 658,3
1960 625 668,3
1965 730 678,3
1970 680 688,3
1975 655 688.3
1980 730 693,3
1985 695 675
1990 600 666,7
1995 705 661,7
2000 680 -

Poznamka: Hodnoty 3-roénych kizavych ahmov zraZok pre roky 1950 a 2000 nie je mozné z tabulky vypogitat’.
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Graf: Priemerné roéné ihrny zrazok a 3-roéné kizavé priemery zrazok (v mm)
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NerieSené ulohy:

1. Z udajov o priemernom uihrne zrazok podla vybranej zrdzkomernej stanice (v mm)
vypocitajte:

a) kumulované hodnoty,

b) kizavé iihrny,

¢) vypocty znazornite graficky vo forme Z-diagramu.

Obdobie I 11 111 V. V. VI Vil Vil | IX X XL X1l

Rok 1990 41 38 29 38 56 79 67 67 63 52 55 52

Rok 1991 44 33 26 35 57 83 67 65 68 55 51 50

2. Zudajov o pocte kusov dobytka vypocitajte:
a) absolutny prirastok,

b) zrychlenie absolutneho prirastku,

¢) koeficient rastu

d) koeficient prirastku. Koeficienty rastu a prirastku zaokruhlujte na 2 desatinné miesta.
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Rok Pocet kusov dobytka
1985 600
1986 685
1987 700
1988 724
1989 720
1990 581
1991 505
1992 467
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9 Vyberové skiimanie a Statistické hypotézy

VYBEROVE SKUMANIE

V niektorych pripadoch je pomerne problematické ziskat' tdaje o vSetkych jednotkach
Statistického suboru, pripadne je rozsah zadkladného suboru prili§ velky. Z tohto dévodu
pracujeme s vyberovym Statistickym suborom, ktory predstavuje reprezentativnu podmnozinu
zakladného Statistického suboru. Reprezentativnost’ vypoveda o miere zhody Struktury
vyberového suboru podla urcitého znaku so zakladnym stiborom. Jednotlivé charakteristiky
(parametre) zakladného stiboru odhadujeme na zaklade vypocditanych charakteristik
vyberového suboru. Odhadnuté charakteristiky potom vystihuju parametre zakladného
siboru len surcitou pravdepodobnostou. Pre oznacenie skuto¢nych a odhadnutych
parametrov budeme pouzivat’ nasledovné oznacenia:

e skuto¢né hodnoty parametrov zakladného suboru: stredna hodnota u, rozptyl o,
smerodajnd odchylka o,

e skuto¢né hodnoty parametrov vyberového stiboru: strednd hodnota X, rozptyl s,

smerodajnd odchylka s .

e odhadnuté hodnoty parametrov zékladného stiboru: stredna hodnota z, rozptyl &7,
smerodajnd odchylka o.

Nezname parametre zakladného suboru moézeme odhadovat’ dvoma sposobmi:
a) bodovym odhadom, kde nezndmy parameter odhadujeme pomocou jednej hodnoty,

b) intervalovym odhadom, pomocou ktorého uréujeme interval, v ktorom bude lezat’
odhadovany parameter.

Intervalovy odhad parametrov je vhodnejsi ako bodovy, nakolko rozsah intervalu udava
1 presnost’ s akou mozZeme pocitat’.

BODOVY ODHAD

2%
i=1

n
zékladného stboru je rovny vyberovému suboru. Priemer vyberového suboru je tak
neskreslenym odhadom* priemeru zékladného stboru. Pri vypoéte smerodajnej odchylky
vychadzame z odchylky jednotlivych hodnét znaku od ich aritmetického priemeru. Nakol'ko

Pre bodovy odhad aritmetického priemeru plati vztah g =Xx = , teda odhad priemerov

n
pre vypocet aritmetického priemeru sme pouzili » hodnot: Zx,. =n.X, potom mozno pre

i=1

* Neskreslenymi odhadmi zékladného stboru nazyvame tie, ktorych stredna hodnota sa rovna skuto¢nej hodnote
tohto parametra zdkladného suboru. V pripade, ze mame k dispozicii viacero vyberovych suborov z jedného
zékladného suboru a kazdy z nich by sme pouzili pre odhad parametra zdkladného suboru, tak skuto¢na hodnota
parametra zékladného stiboru by bola priemerom z tychto odhadnutych hodnot.
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vypocet odhadovanej smerodajnej odchylky pouzit' len n-/ nezavislych odchylok, tzv.
stupiiov vol’nosti, lebo posledna odchylka musi doplnat’ sucet odchylok do 0.

Pre bodovy odhad smerodajnej odchylky plati vztah: o = \/ le (x;, —X)°.
n—=1

Ak si uvedeny vztah diame do pomeru so vztahom pre vypocet skutocnej hodnoty
smerodajnej odchylky pre vyberovy subor, dostavame:

n

Pre odhadovany rozptyl zakladného suboru plati: &> =s2. -
n —

Rozptyl a smerodajnu odchylku vyberového stiboru teda nemozno povazovat’ za neskreslené
odhady rozptylu a smerodajnej odchylky zakladného suboru.

Zakladné vlastnosti bodového odhadu:

1. konzistencia (preukazatelnost’) — odhad je konzistentny, ak rozdiel medzi odhadnutou
hodnotou parametra zakladného suboru a skuto¢nou hodnotou parametra zakladného stiboru
sa zmensSuje s rastucim rozsahom vyberového suboru,

2. neskreslenost’ (nevychylenost’) — neskreslené odhady parametra zakladného suboru su tie,
ktorych strednd hodnota vyberovej charakteristiky sa rovna skuto¢nej hodnote parametra
zékladného suboru,

3. vydatnost’ — vydatnym odhadom parametra zakladného stboru nazyvame ta
charakteristiku, ktorej rozptyl je zo vSetkych moznych vyberovych charakteristik najmensi.

INTERVALOVY ODHAD

Skutoéné hodnoty vyberovych charakteristik zakladného stiboru sa vyber od vyberu
menia, atym aj odhady vyberovych charakteristik zakladného suboru. Z tohto dovodu je
potrebné stanovit’ odchylky odhadnutych parametrov zdkladného suboru od skutocnych
pomocou tzv. intervalov spolahlivosti (tab. 10). Intervalovym odhadom parametra
zakladného stboru nazyvame odhad pomocou ciselného intervalu <g,,q, >, v ktorom sa
odhadovany parameter u nachadza s urc¢itou pravdepodobnostou (graf 13). Interval < ¢,,q, >
nazyvame intervalom spolahlivosti, hodnoty ¢,,q, st medze spoPahlivosti. Intervaly
(—0,q,)a (g,,%)predstavuju Kriticky obor. Plochu pod krivkou hustoty pravdepodobnosti
medzi medzami spol'ahlivosti interpretujeme ako oblast’ prijatia, ostané oblasti pod krivkou
hustoty pravdepodobnosti st oblastami zamietnutia, resp. kritickymi oblastami.
Pravdepodobnost’, Ze vybrany parameter u padne do intervalu spolahlivosti <gq,,q, >, je
l-a, ¢o mozno zapisat P(q, <u<gq,)=1—a. Parameter uje vuvedenom pripade

ohrani¢eny zdola izhora, teda ide o obojstranny interval spolahlivosti. Cislo 1-«
nazyvame spolahlivost’ odhadu. Hodnota « - riziko odhadu predstavuje pravdepodobnost’
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toho, ze parameter unie je zintervalu spolahlivosti. Pravdepodobnost, Ze parameter
u nadobudne hodnotu vic¢siu alebo rovni ¢q, zapiSeme ako P(q, <u)=1-a. Obdobne

pravdepodobnost, Ze parameter u nadobudne hodnotu mensiu alebo rovni ¢,, vyjadrime
vztahom P(q, >u)=1-«a . Nakolko interval spol'ahlivosti je v tychto pripadoch ohraniceny
len z jednej strany, hovorime o jednostrannom intervale spoPahlivosti (grafy 14,15).

Graf 13 Obojstranny interval spol’ahlivosti

>

S (%)

Graf 14 Jednostranny zdola ohraniceny interval spol’ahlivosti

>

()

Graf 15 Jednostranny zhora ohraniceny interval spol’ahlivosti

Cd

J (1)

Spracované podla: Gregorova, Fillova 2004 (graf'13,14,15)

103



Tab. 10 Najcastejsie pouZivané intervaly spol’ahlivosti

Nasobky smerodajnej odchylky Oblast’ prijatia / zamietnutia
prijatie zamietnutie
+1,960 95 % 5%
+2,567 99 % 1%
+3,291 99,9 % 0,1 %

Spracované podla:Brazdil, et. al. 1995

Intervalovy odhad parametra strednej hodnoty ©z pre vel’ké sibory (n>30)

Pravdepodobnost’, Ze vybrany parameter x predstavujtci stredni hodnotu zdkladného
stiboru padne do intervalu spolahlivosti, je: P(q, < u<gq,)=1-a. Interval spolahlivosti
ur¢ime pomocou vypoctu dolnej a hornej medze spol'ahlivosti nasledovne:

a) ak pozname rozptyl zakladného stiboru o, potom hodnoty ¢q,,q, vypocitame

, _ o _
pomocou nasledovnych vzorcov: ¢, =x-z ,.—, ¢, =X+z

o
17% \/; 17%'\/;’

b) v pripade, Ze hodnotu rozptylu zikladného suboru nepozniame, vyuZijeme pre
vypocet medzi spolahlivosti g,,q, odhadnuti hodnotu rozptylu s, pre vyberovy stubor:

S, _ s
- aqg,=x+z . .
=5 Wn—1 =5 An-1

X

Intervalovy odhad parametra strednej hodnoty u pre malé sibory (n<30)

Ak je rozsah vyberového stboru maly, potom pre intervalovy odhad parametra u
vyuzijeme Studentovo rozdelenie s (n-/) stupiiami volnosti. Pravdepodobnost’, Ze vybrany
parameter x bude z intervalu < ¢g,,q, >, mozno zapisat’ v tvare: P(q, < u<gq,)=1-a.

a) Ked je hodnota rozptylu > znama, potom hodnoty ¢,,q, uréime zo vztahov:

_ o _ o
q, =X+t

o) =)

b) V pripade, ¢ hodnotu rozptylu o’ nepoznime, potom pre vypocet medzi
spol'ahlivosti q,,q, pouzijeme odhadnuti hodnotu rozptylu s, pre vyberovy subor:
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Intervalovy odhad parametra o zdkladného siiboru

Ak predpokladdme normalne rozdelenie zdkladného stuboru, interval spolahlivosti pre
rozptyl zédkladného stiboru mono zapisat' v tvare: P(q, <o’ <q,)=1-a. Hodnoty medzi

spol'ahlivosti pre (n-1) stuptiov volnosti uréime z tabuliek y° rozdelenia.

_ (n— 1).Sf _ (n— 1).Sf

2 ° 2 2
Zl—a;(n—l) Z%;(n—l)

1

Poznamka: Medze intervalu spolahlivosti pre odhad parametra o zékladného suboru
vypoditame odmocnenim medzi spolahlivosti pre odhad parametra o zakladného suboru.

TESTOVANIE HYPOTEZ

Statistickymi hypotézami nazyvame domnienky (predpoklady) o parametroch
zakladného suboru alebo o jeho rozdeleni, pripadne o parametroch viacerych zakladnych
suborov, ktoré mozno overit' Statistickymi metodami. Postup, ktorym overujeme platnost'
hypotézy, nazyvame testovanie hypotéz.

Podstata testovania hypotéz spoiva v tom, ze naformulujeme nulovi hypotézu H °,

ktord sa po overeni prijme alebo zamietne. CiePom testovania je teda rozhodnut’, ¢i dana
hypotéza je pravdiva alebo nepravdiva. Ak je hypotéza pravdiva, potom ju prijimame, ak nie,
tak ju zamietame.

Pravidlo, na zaklade ktorého rozhodneme, ¢i testovanu hypotézu zamietneme alebo
prijimame, nazyvame Statisticky test.

Pri testovani hypotéz pracujeme s urcitou pravdepodobnostou omylu, ktord nazyvame
hladinou vyznamneosti «. Chiapeme pod fiou pravdepodobnost, Ze nahodna odchylka
prekro¢i dani hodnotu — tzv. kriticki hodnotu. Ak o < 0,05, tak mozno povedat, Ze
pravdepodobnost’ omylu je 5% (5 zo 100), ak by sme o« =zvolili < 0,001, potom by
pravdepodobnost’ omylu bola 0,1%, teda mohli by sme povedat’, Zze skimany Statisticky jav je
vel'mi vysoko signifikantny (ma vysoku Statisticki vyznamnost').

Testovacia charakteristika je cislo, ktoré ziskavame pri overovani hypotéz. Kazdu
testovaciu charakteristiku porovnavame s kritickou hodnotou. Na zaklade vysledkov ich
porovnania nasledne rozhodneme, ¢i dant hypotézu prijmeme alebo zamietneme. Kritické
hodnoty testovacich kritérii pre najCastejSie pouzivané hladiny vyznamnosti a pre rdzne
rozsahy vyberov si uvedené v statistickych tabul’kach.

Pri testovani nulovej hypotézy sa mézeme dopustit’ dvoch druhov chyb. Prvy druh
chyby stvisi s tym, Ze zamietneme spravnu hypotézu (chyba prvého druhu) alebo tym, Ze
prijmeme nespravnu hypotézu (chyba druhého druhu). Chybu prvého druhu mozno obmedzit’
vopred stanovenou hladinou vyznamnosti. Cim je hladina vyznamnosti mensia, tym mensia je
pravdepodobnost’, Ze sa tejto chyby dopustime. Zaroven sa tym zvySuje moznost chyby
druhého druhu (nespravnym prijatim nulovej hypotézy).

> Nulova hypotéza je zakladna hypotéza, kde predpokladdme nulovy rozdiel medzi parametrami Jej platnost’ sa
overuje testom vyznamnosti.
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Postup testovania Statistickej hypotézy
1. Formulacia nulovej hypotézy Hy, prip. alternativnej hypotézy Ha
2. Volba hladiny vyznamnosti «.
3. Vypocet vyberovych a testovacich charakteristik.
4

Rozhodnutie o prijati, resp. zamietnuti Hy.

Vysledok testovania:

a) Zamietnutie hypotézy Hy neznamena, ze testovana nulovd hypotéza neplati, ale ze jej
platnosti neverime, pretoze vysledok testu poskytol objektivny dovod neverit’ jej. V dalSom
postupe uvazujeme, ze Hy neplati a plati Hp

b) Ak nezamietneme hypotézu Hy, neznamend to jej prijatie. Vysledok testu neukazal tak
velki nezhodu medzi zistenou skutocnostou a testovanou hypotézou, ktord by dala
dostatocny dovod na zamietnutie hypotézy.

Klasifikacia testovacich kritérii

1. Podla zamerania

- napr. testy o strednych hodnotach (aritmeticky priemer, medidn), testy o vybranych mierach
variability (napr. rozptyloch, kvartilovych odchylkach...), testy zhody teoretického a
empirického rozdelenia a pod.

2. ZloZenia

- parametrické (empirické idaje maji normalne rozdelenie a rozsah Statistického suboru je
vacsi nez 30 pozorovani),

- neparametrické (normalita rozdelenia nie je splnend, v subore je napr. vela rovnakych
hodnét, niektoré hodnoty su evidentne odl'ahl¢ alebo rozdelenie pocetnosti je sice sumerné, no
ma tvar U).

3. Podl’a vzt’ahu vyberovych suborov

- parové (pracujeme s dvojicou hodnoét, napr. vstupny a vystupny test, tvodny a zavereCny
ceremonial),

- neparové (napr. 1.B trieda a 1. C. tieda).

4. Podla formuldcie alternativnych hypotéz (su to hypotézy, kde predpokladame nerovnost'
parametrov zékladného suboru)

- jednostranné H;: Q<Qo resp. Hy: Q>Qo,
- obojstranné H;: Q= Qo,

Q.,Qo su parametre zakladného suboru.
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RieSené priklady:

1. Urcte 99 % interval spolahlivosti pre ndvstevnost divadelného kriuzku, ak viete, zZe pri
nahodnom vybere 100 ziakov vybranej zdikladnej skoly tvorila priemernd navstevnost
divadelného kruzku 32 %. Uvedeny priklad vyrieste za predpokladu, Ze ndvstevnost
divadelného kruzku ma normalne rozdelenie s hodnotou rozptylu zakladného suboru 49.

RieSenie:
Zakladny subor - tvoria ho vSetci ziaci danej Skoly,

- rozptyl zékladného suboru o* = 49,

- smerodajna odchylka zakladného stboru je o =7.
Vyberovy stubor: - rozsah vyberového stiboru je n=100,

- priemerna navstevnost’ kruzku je X = 32.

Najprv si ur¢ime z tabuliek kritickych hodndt normélneho rozdelenia (tab. 15) urcime

hodnotu z,pre  =0,01: z, = Z o =Z o0 = Zogs = 2,576.
2 2
g =%z O 30 2576 =32-2.576.0.7 = 301968
1 1_%' n ’ m ) ) s
_ o 7
g, =X+2 .~ =32+2,576.—— =32+2,576.0,7 = 33,8032

<

4100

Hl'adany interval spolahlivosti: P(q, < u<gq,)=1-a
P(30,1968 < 11 <33,8032) = 0,99

Odpoved’: S 99 % pravdepodobnostou mozno tvrdit, ze pocet ziakov, ktori navstevuji
divadelny krtzok, sa pohybuje v intervale <30,1968; 33,8032>.

2. Urcte pravdepodobnost toho, ze priemernda vyska u Studentov sa bude pohybovat
v hraniciach +2,1 cm, ak viete, Ze v pripade 101 ndhodne vybranych studentov bola

priemernd vyska 174,9 cm s rozptylom s? =121cm.

RieSenie: Nakol'ko nepozndme hodnotu rozptylu pre zakladny subor, budeme vychadzat zo

X

—%.«/n—l

vzorca pre vypocet dolnej medze spolahlivosti ¢, =x -z , ktory si upravime tak,
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aby sme z neho mohli vyjadrit’ kriticki hodnotu normované¢ho normalneho rozdelenia z,.

Jn-1.(F-¢,) 10021 102,
S

11 11

Zp=Z 0!:

~ 1,909 = p = 0,972

p=1—%:>1—a=2p—1:>1—a=2.0,972—1=0,944

Odpoved’: S 94,4% pravdepodobnostou mozno tvrdit, Ze priemernd vyska u Studentov sa
bude pohybovat v intervale 174,9 cm=* 2,1 cm.

3. Na 10 farmach bol zisteny nasledovny pocet kusov oviec: 100, 525, 630, 420, 100, 149,
854, 956, 546, 169. Urcte 95 % interval spolahlivosti pre priemerny pocet oviec na farme.

RieSenie:
w7 . 7 r . . p— 2 .
Vypocitame si vyberové charakteristiky x a s .

2

k k
25 a4 200 =F) e 6049
x = = =4449; si =l = - =88169,49 = s ~ 296,933.
n 10 n

X; n; X;h; (xi - )_C) (x,- - )_C)z (Xi - )7)2 1,
100 | 2 200 3449 118956,01 237912
149 1 149 -295,9 87556,81 87556,81
169 1 169 275,9 76120,81 76120,81
420 1 420 24,9 620,01 620,01
525 1 525 80,1 6416,01 6416,01
546 1 546 101,1 10221,21 10221,21
630 1 630 185,1 34262,01 34262,01
854 1 854 409,1 16736281 1673628
956 1 956 511,1 26122321 26122321

T | ==10 | 34449 $-881694,9

V tabul’ke Studentovho rozdelenia najdeme hodnotu ¢  pre o =0,05a pre (n-1)=9 stupiiov
1-=

2
volnosti: [ o0s =looss =2,262.  Dosadenim  uvedenej  hodnoty do  vztahu

1
2
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_ s _ s .
x-t , .——<u<x+t , .——=dostdvame

1—5;(“-1) n—1 1—5;("—”) n—1
4449 — 2,262.w Spu<4449+ 2,262.M =221,013< 4 <668,787.

o B

Odpoved’:  Priemerny pocet oviec sa s95 9% spolahlivostou pohybuje v intervale
449,9+223,887.

4. V skupine 10 Ziakov sme vykonali vstupné a vystupné testy z geografie. Po absolvovani
vstupného testu sme ziakom pridali naviac 2 vyucovacie hodiny geografie tyzdenne. Na
hladine vyznamnosti o =0,05 zistite, ¢i sa zvysSenie casovej dotdcie prejavilo v bodovom
ohodnoteni Ziakov pri absolvovani vystupného testu Statisticky vyznamne.

Poradie Ziaka Vstupny test Vystupny test
L. 11 14
2. 12 12
3. 5 14
4. 9 13
5. 18 14
6. 15 20
7. 13 10
8. 15 15
9. 17 13
10. 11 8
RieSenie:

Pri testovani hypotéz musime najskor zistit', ktory test je vhodné pouzit. V uvedenom
priklade pracujeme s parovymi hodnotami — vstupny a vystupny test, ktoré su zavislé.
Zadanie prikladu napoveda, e pdjde o neparametricky test® - Wilcoxonov text.

Pouzitie Wilcoxonovho testu:

Wilcoxonov neparametricky test pre parové hodnoty pracuje s poradiami hodndt. Ako
testovacie kritérium W berie do tivahy mens$i zo suctov kladnych, respektive zapornych
poradi hodndt. W predstavuje kriticki hodnotu pre n-pocet nenulovych rozdielov kladnych,

respektive zapornych poradi hodnot.

% Neparametrické testy pouzivame vtedy, ak je normalita rozdelenia evidentne nesplnena (napr. ak je v subore
vel'a rovnakych hodndt, niektoré hodnoty st evidentne odl'ahlé alebo rozdelenie pocetnosti je sice sumerné, no
ma tvar U).
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Rozhodnutie: W < W _ = H  jzamietame,

W >W, = H prijimame.

Formulacia nulovej hypotézy H ,: Predpokladame, ze sa u Ziakov pridanie 2 hodin geografie
neprejavilo na vysledkoch bodového ohodnotenia vystupného testu Statisticky vyznamne.

Poradie ziaka Vstupny test Vystupny test Diferencia Kladné poradia | Zaporné poradia

1. 11 14 -3 2.
2. 12 12 0
3. 5 14 -9 8.
4. 9 13 -4 4,5.
5. 18 12 6 7.
6. 15 20 -5 6.
7. 13 10 3 2.
8. 15 15 0
9. 17 13 4 4,5.
10. 11 8 3 2.

Spolu: 15,5 20,5

Urcenie poradia: Nakol'ko u troch Ziakov sa prejavil 3-bodovy rozdiel medzi vstupnym
a vystupnym testom, musime najskdr vypocitat’ aritmeticky priemer 1., 2. a 3. poradia:

ﬁ:z. Podl'a toho, ¢i je pred &islom 3 vstlpci diferencia kladné alebo zaporné

znamienko, napieme vysledni hodnotu poradia (2.) do prisluiného stipca kladnych alebo
zapornych poradi hodnoét. Nakol'ko d’al$i dvaja Ziaci mali medzi vstupnym a vystupnym
testom 4-bodovy rozdiel a prvé tri miesta si uz obsadené, pocCitam aritmeticky priemer

z dvoch poradi (4. a 5. poradia): #: 4,5. Vypocitané¢ poradie nasledne vpisem podla
vyssie spomenutych pravidiel do prislugného stipca poradi. Uvedeny postup opakujeme so

vSetkymi hodnotami.

Rozhodnutie: Ako testovacie kritérium W pouziva Wilcoxonov test mensi zo sti¢tov kladnych,
respektive zapornych poradi hodndt. Z toho vyplyva, ze W=15,5. W _predstavuje kritickt

hodnotu pre n-pocet nenulovych rozdielov. Nakol’ko méame 10 hodnét a 2 nulové rozdiely,
W,=3 (tab.19). W>W _ = H  prijimame.
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Odpoved’:  Napriek pridaniu 2 hodin geografie vysledky vystupného testu u ziakov
nepreukdzali oproti vstupnému testu Statisticky vyrazny rozdiel v ich bodovom ohodnoteni.

5. Po zadani toho istého testu v dvoch triedach sme ziskali nasledovné bodové vysledky:

Pocet bodov 1. trieda 2. trieda
0-2 5 4

3-5 10 12

6-8 25 30

9-11 15 6

nad 12 5 8

Na hladine vyznamnosti a =0,05 zistite, Ci tieto triedy patria do toho istého zakladného
suboru.

Vyber testu:

Uvedeny priklad je testom zhody rozdeleni, lebo rozdel'uje vysledky pozorovania do
urcitych tried (porovnavame bodové ohodnotenie v 2 triedach) a skima mieru ich zhody.
Pouzijeme Kolmogorov Smirnovov test pre 2 vybery.

Pouzitie Kolmogorovho-Smirnovovho testu: Kolmogororovov-Smirnovov test vyznamnosti
zhody dvoch rozdeleni pracuje s kumulativnymi pocetnostami. Mozno nim testovat’” zhodu
medzi empirickym rozdelenim a teoretickym danym testovanou hypotézou. Da sa pouzit’ aj
v pripade, ze porovnavame dve skupiny (2 vybery) navzajom, t.j. ¢i tieto vybery pochadzaja
z toho istého zakladného suboru alebo nie. Pri testovani postupujeme nasledovne:

- zvolime si hladinu vyznamnosti «

- ur¢ime, i ide o test zhody rozdelenia pre jeden vyber alebo dva vybery,

Kolmogorov-Smirnovov test pre dva nezavislé vybery

a) ak n,n,<40a n, =n,, potom ako testovacie kritérium pouZijeme
D, = maX‘NU - N,

v tabulkach kritickych hodnét si vyhl'adame pre dané n a zvolenu hladinu vyznamnosti
a prislusnt kriticka hodnotu D,

, kde N,;a N, predstavujii absolutne kumulativne pocetnosti,

- ak D, 2D, = H,zamietame atvrdime, ze dva nezavislé vybery sa liSia Statisticky
vyznamne,

b) ak n,,n, >40alebo n, #n,, potom ako testovacie kritérium pouZijeme
D, =max|F,, - F, |

kde F;a F,, predstavuju relativne kumulativne poCetnosti a pre
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hladinu vyznamnosti « si vypocitame prislusna kritickii hodnotu D, podl'a nasledovnych

n +n n +n n.n
vzorcov: D, = D, s =1,36. [—= alebo D, = D,,, =1,63. [—=, kde n=—"""— ak
’ n.n, | n,.n, n, +n,

D, > D, = H,zamietame a tvrdime, Ze sa empirické a teoretické rozdelenie sa vel'mi lisi.
RieSenie:
Vyuzijeme Kolmogorov-Smirnovov test pre dva nezavislé vybery pre n,,n, > 40.

Formulacia nulovej hypotézy H ,: Medzi vysledkami testov v prvej a druhej triede nie je
Statisticky vyznamny rozdiel.

Pocet bodov n, | ny, Ny, | Ny | Sy ey F; F,, ‘Fl/ — sz‘
0-2 5 4 5 4 0,083 | 0,067 | 0,083 | 0,067 0,016
3-5 10 12 15 16 0,167 0,2 0,25 0,267 0,017
6-8 25 30 40 46 0,417 0,5 0,667 | 0,767 0,1
9-11 15 6 55 52 0,25 0,1 0,917 | 0,867 0,05
nad 12 5 8 60 60 0,083 | 0,133 1 1 0

D, =max|F,, - F, | = 0,1

Pre n= 6?)0.620 =30 pri zvolenej hodnote « = 0,05sa D, =0,242 (tab. 20)
_l_

D, <D, = Hprijimame

Odpoved’: Medzi vysledkami testu v prvej a druhej triede nie je Statisticky vyznamny rozdiel.

NerieSené ulohy:

1.Vybrali sme 100 respondentov, u ktorych sme sledovali vyskyt chripky. V uvedenej vzorke
respondentov sa choroba prejavila v priemere u 30 % z nich. Z dlhodobého pozorovania vsak
vieme, ze smerodajna odchylka ma hodnotu 2,5. Urcte 95 % interval spolahlivosti pre vyskyt

chripky.

2. V pripade 16 nahodne vybranych studentov sme zaznamenali nasledovné hodnoty telesnej
vysky: 165, 166, 168, 169, 170, 172, 173, 174, 175, 176, 176, 177, 178, 178, 179, 182 cm.
Urcte 95 % interval spolahlivosti pre telesnu vysku.
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3. Vtabulke su uvedené vysledky o pocte bodov zo zapasov u vybraného basketbalového
muzstva pocas dvoch sezon. Zistite, ¢i sa v pripade daného basketbalového muzstva prejavil
Statisticky vyznamny rozdiel medzi prvou a druhou sezonou, ak viete, Ze hrdci venovali
tréningu pocas druhej sezony vdcsi pocet hodin. Zapasy sa hrali pocas oboch sezon s tymi
istymi muzstvami. Poradie zapasov bolo v oboch sezonach rovnaké. Predpokladajme, Ze
u inych basketbalovych muzstiev sa pocet hodin tréningu pocas oboch sezon nemenil.

Zapasy | Pocet bodov zo zapasov ziskanych v sezone | Pocet bodov zo zapasov ziskanych v sezone
2007/08 2008/09
1. 30 60
2. 55 55
3. 77 82
4. 66 80
5. 76 70
6. 58 76
7. 60 90
8. 70 49
9. 60 79
10. 87 86

113



10 Zavislosti

Hromadné javy sa nevyskytuju v realite izolovane, ale vzdy v ur€itych vztahoch
s inymi javmi. Jednym z cielov je teda poznanie zavislosti javov. Ak pri vyskume prvkov
Statistického suboru je predmetom nasho zdujmu vztah viacerych Statistickych znakov,
hovorime o viacrozmernych Statistickych suboroch. Ak skimame vztah dvoch
Statistickych znakov (Statisticky subor sa skladd z dvojic hodnoét [X;Yi] tykajacich sa
sledovanej udalosti, kde kazdi hodnotu mozno spracovat’ samostatne), ide o dvojrozmerné
Statistické subory.

Podl’a stupiia zavislosti jedného javu od druhého rozozndvame dva zakladné druhy zévislosti:

1. pevna zavislost’ — zmena jedného javu sposobi zmenu javu druhého, a to v Gplne presne
zodpovedajucej intenzite. Priebeh tejto zavislosti je mozné charakterizovat  urcitou
matematickou funkciou, preto sa oznacuje ako funk¢éna zavislost’. Vyskytuje sa u vacsiny
prirodnych javov — napr. zévislost’ objemu telesa od teploty. Objem telesa je v tomto pripade
zavislou premennou (zavisi od teploty), teplota nezavislou.

Ide o pevnu (funkéni) zavislost’ 1 = f ( p), t - zavisla premennd, p - nezavisla premenna.

2. voP’na zavislost’ — jeden jav ndm podmienuje jav druhy len s urcitou pravdepodobnostou
a r6znou intenzitou.

Pri tomto type zévislosti je mozné charakterizovat’ len teoreticky priebeh a pevnost’
tejto zavislosti. Vyskytuje sa omnoho CcastejSie ako pevnd zavislost, ato najmid pri
spolo¢enskych a biologickych javoch (jazda pod vplyvom alkoholu zvySuje pravdepodobnost’
dopravnej nehody, avSak vodi¢ tito dopravnu nehodu nemusi spdsobit’). Takato zavislost’ je
oznacovana aj ako stochasticka (pravdepodobnostna) zavislost’.

ZAVISLOST MEDZI KVANTITATIVNYMI ZNAKMI

Korela¢na zavislost’ vyjadruje zavislost’ medzi kvantitativnymi znakmi, t. j. vplyv
zmeny nezavisle premennych na zmenu zavisle premennych veli¢in (graf 16). Pri skimani
korelacnej zavislosti charakterizujeme regresiu (viac v kapitole 11) a korelaciu.

Graf 16 Porovnanie teplotnych anomadlii, slnecného cyklu a koncentrdcie CO,
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Teplotné anomalie kareluji vyraznejsie = parametrami sineéného oyklu aka = obsa-
ham oxidu uhlig¢itéha v ovzdufi (Fattersan 2005)

Spracované podla: http://www.quark.sk/images/clanky/2005124/05125 obzalovany2.jpg
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Pri Statistickom skiimani zavislosti rieSime dve zakladné ulohy:

1. Zistujeme priebeh zavislosti (rieSime regresnu ulohu), t. j. odhadujeme funkény
vztah f, podla ktorej sa meni hodnota zavislej premennej Y; pri zmene hodndt
nezavisle premennej X; (viac v kapitole 11) .

2. Snazime sa posudit’ tesmost’ (silu zavislosti), t. j. urCit charakteristiky, ktoré
informujl o tom, do akej miery vplyvaji nezavislé premenné X; na variabilitu zavisle
premennej Y; (rieSime korela¢nt ulohu).

Korelacia charakterizuje tesnost’ (stupeil) zavislosti. Vzhl'adom na to, aka silna je
zavislost medzi jednotlivymi Statistickymi znakmi, mozno hovorit’ o $tatistickej nezavislosti,
vol'nej alebo pevnej zavislosti (obr. 2).

Obr. 2 Stupeii korelacnej zavislosti

. ‘
([
(] ° ®
® ®
i °
([
Statisticka nezavislost volna zavislost pevna zavislost

Spracované podla: hitp://www.fhpv.unipo.sk/cvt/statistika/zlacka/geoinfo6.pdf

Silu linedrnej zavislosti medzi premennymi, t. j. mieru vplyvu variability nezavisle
premennych na zavisli premenni mozno vyjadrit pomocou Pearsonovho koeficientu
korelacie r,.Ten méZe nadobudat’ hodnoty z intervalu od <-1,1>. Ak je r,, <0, ide o zapornt

linearnu zavislost’, ak r,>0, kladni linedrnu zdvislost. Ked r =0, ide o linedrnu

nezavislost. V pripade, ze hodnoty sa pohybuju v intervale <0,7;1>, ide o vysoku (silni)
priamu (kladnid) linearnu zavislost’. Ak st hodnoty zintervalu <-1;-0,7>, ide o vysoku
(silni) nepriamu (zapornu) linearnu zavislost’. Ak su hodnoty z intervalu <-0,5;0,5> a
pritom nie su blizke nule, ide o slabd priamu alebo slabuii nepriamu linedrnu zavislost’.

7i

3

(xi _)_C)(yi _)_’)

r.o= = , kde r, e(-L]1)
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Ak r,, =-1 alebo r,, =1, ide o funkCnu zavislost. Je potrebn¢ vSak poznamenat', ze medzi
premennymi nemusi existovat’ len linearny vztah. Existuju aj iné typy zavislosti, napr.
kvadratickd, exponencialna a podobne.

Koeficient determinicie je definovany ako druhd mocnina koeficientu korelacie.
v ¢ 2 . . v 7 o 0
Oznacujeme ho r_ . Reprezentuje proporciu spolo¢ného rozptylu, teda na kolko % zmena
jednej premennej ovplyvni druht premennt. Koeficient determindcie nam teda hovori, aké
percento variability zavisle premennej sa da vysvetlit’ variabilitou nezavisle premenne;j.

Pri rieSeni korelacnych tuloh casto vyuzivame korela¢nu tabul’ku. Zdhlavie tvoria
hodnoty prvého znaku, legendu hodnoty druhého znaku. Do poli€ok sa vpisuji pocetnosti
(tab. 11).

Tab. 11 Korelaéna tabul’ka

Enak ¥ ¥ ¥y b ol | K
enak X

5 iy, ¥y, Hy 1,

1
Ka Moy #an e Hag };Ex

2
X 2y Hga My ..

i3

ool | T
th th th H

Druhy korelacnej zavislosti:

1. PodPa poctu kvantitativnych znakov, variabilitu ktorych skiimame:

a) parovu zavislost’ - skimame zavislost medzi dvoma premennymi X aY (napr.
vzt'ah medzi rychlostou auta a prejdenou drahou), teda uvazujeme iba o jednej nezavislej
premennej,

b) viacnasobnu zavislost’ - predmetom zdujmu je zavislost medzi premennou Y a
viacerymi premennymi Xj, .., Xm (Y je zavisla premennd a X;, ..., Xy si nezavislé
premenné),

b) parcidlna korelacia - stvislost medzi dvoma premennymi Y a X; s vylucenim
akéhokol'vek vplyvu d’alSich premennych X, ..., Xp.

2. Podl’a typu regresnej funkcie:

a) linearna Kkorela¢na zavislost’ - zmeny jedného Statistického znaku su priblizne
linearne zavislé na zmenach druhého Statistického znaku (grafy 17, 19). Ak ide o jednoduchu
linearnu zavislost’, grafom je priamka.
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b) nelinearna korela¢na zavislost’ - zmeny jedného a druhého Statistického znaku nie
st na sebe linearne zavislé (grafy 18, 20). Jednoduchtl nelinedrnu zavislost’ je mozné vyjadrit
pomocou regresnej krivky (paraboly, hyperboly, exponencidlnej funkcie).

3. Podl’a smeru zmien kvantitativhych znakov:

a) kladna (pozitivna) - s rastom (poklesom) hodnét jedného Statistického znaku rasta
(klesaji) hodnoty 1 druhého Statistického znaku (grafy 17, 18)

Graf 17 Linedrna pozitivna korelacnd zavislost’
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1
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Graf 18 Nelinedrna pozitivna korelacnd zavislost’
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H

a>1

Spracované podla: http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Linear.htm,
http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Kvadrat.htm

b) zaporna (negativna) - s rastom hodnot jedného Statistického znaku klesaja hodnoty
druhého Statistického znaku (grafy 19, 20)
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Graf 19 Linedrna negativna korelacna zavislost’
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Graf 20 Nelinedrna negativna korelaénd zavislost’
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Spracované podla: http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Linear.htm,
http://sis.science.upjs.sk/matematika/kniznica_vp/funkcie/Kvadrat.htm

ZAVISLOST MEDZI KVALITATIVNYMI ZNAKMI

Zavislost medzi kvalitativnymi Statistickymi znakmi mozno vyjadrit pomocou asocidcie a
kontingencie.

ASOCIACIA

Asociacia vyjadruje zavislost’ medzi dvomi alternativnymi kvalitativnymi znakmi.
Zakladom pre jej vyskum tvori asociana tabulka. V jej v zahlavi st uvedené Statistické
znaky a ich obmeny, vnutro asociacnej tabul’ky tvoria pocetnosti (tab. 12).

118



Tab. 12 Asociaéna tabul’ka

) Znak B By b, Spaky A
Znak A
& G %13 n,
1
g M1 oz };2&2
el B
P M, n, n

Druhy asociacnej zavislosti:

a) kladna asociacia — srastom (poklesom) pocetnosti Statistického znaku A rasta
(klesaji) pocetnosti Statistického znaku B,

b) zdpornd asocidcia — srastom (poklesom) pocetnosti Statistického znaku A klesaji
(rasta) pocetnosti Statistického znaku B,

c) asociacnd nezavislost’- Statistické znaky s vzajomne nezavislé.

Intenzita asociacie pre dvojrozmerné Statistické subory:

Intenzitu asocidcie mozno vypocitat pomocou koeficientu asociacie alebo upravenym
koeficientom korelacie. Oba koeficienty moéZu nadobudat’ hodnoty z intervalu (-1,1). Pri
nezavislosti sa ich hodnoty blizia k 0. Pri kladnej asociécii st ich hodnoty kladné, pri zapornej
asociacii zaporné. Cim sa hodnoty blizia viac k 1, resp. k -1, tym je asociacia silnejsia.

Koeficient asociacie Koeficient korelacie kvalitativnych znakov
- nn,—n,, n
Ry Ry, Ry, R = 11~ Myt
O = ) AB
Ny Ny T 1 My, \/nlal Mgy MMy, o
KONTINGENCIA

Kontingencia predstavuje zavislost® medzi mnoZnymi kvalitativnymi znakmi.
(Pojem kontingencia mozno pouzit’ i v pripade, Ze skimame napr. vztah medzi kvalitativnym
mnoznym znakom a kvalitativnym alternativnym znakom). Schematické zndzornenie
kontingen¢ného vztahu vyjadruje kontingen¢na tabul’ka (tab. 13). Obdobne ako pri korelacne;j
a asociacnej tabulke itu tvoria zdhlavie Statistické znaky aich obmeny, v tele tabulky su
informacie o absolutnych pocetnostiach, ktoré nadobudaju.
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Tab. 13 Kontingencénd tabul’ka

Zxak B B By By Spofy A
Zuak A

ay Hyy o Ay ”la

1

a a1 Moz Mg ”2.:;2

oy, h Mya g n,.

g,

Spofy B

My My, 5 My n

Intenzita kontingencie:

Intenzitu kontingencie mozno vyjadrit' napr. pomocou Pearsonovho koeficientu
kontingencie, Cuprovho koeficientu kontingencie, resp. Cramerovho koeficientu. Zakladom
vietkych uvedenych koeficientov tvori §tvorcova Kkontingencia, oznaovana ako y°. Jej
vel'kost mozno vypocitat’ z nasledovného vztahu:

kde n predstavuje rozsah suboru, k pocet obmien znaku A, / pocet obmien znaku B a n;
absolutne pocetnosti, ktoré moézu obmeny uvedenych znakov A, B nadobudat’ (pozri
kontingenénui tabulku). Nasledne mozZno vypocitat’ intenzitu kontingencie podla jedného
z uvedenych vztahov:

Pearsonov koeficient Cuprov koeficient Cramerov koeficient
kontingencie kontingencie kontingencie
2 2 2
c=|-~% V=%

X
b K :—9 2
n+y’ nJ(k =11 —1) nh

kde n predstavuje rozsah stiboru, y* $tvorcovii kontingenciu, k podet obmien znaku A,
[/ pocet obmien znaku B a & minimum z (k-1) a (I-1).

Pearsonov koeficient kontingencie méze nadobudat’ hodnoty z intervalu <0,1). Cim
viac sa jeho hodnota blizi k 0, tym je zavislost medzi kvalitativnymi znakmi slabs$ia. Pri
uplnej zavislosti sa jeho hodnoty bliZia k 1. Nevyhodou uvedeného kontingen¢ného vzt'ahu je,
ze maximalna hodnota Pearsonovho koeficientu kontingencie je limitovana velkostou
kontingencnej tabul’ky (v tabulke 2x2 je to 0,707) . Z tohto dovodu je vhodné ako dopliujuce
kritérium vyuzit Cramerov koeficient kontingencie, ktory méze nadobudat’ hodnoty od 0
(nezavislost’) po 1 (pevnd zdvislost). Pre jeho interpreticiu mozno vyuzit' aj Skalu pre
korela¢ny koeficient, kde korelaciu mensiu ako 0,1 mozno povazovat za trividlnu, od 0,1
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do 0,3 za malq, od 0,31 do 0,5 za strednu a nad 0,5 za velku. V pripade Cuprovho koeficientu
kontingencie vyjadruje hodnota 0 neexistenciu zavislosti. Ak obidva znaky maju rovnaky
pocet obmien, pohybuje sa hodnota koeficientu od 0 do 2. Pri nerovnhakom pocte obmien
nedosiahne koeficient hodnotu 1 ani pri Giplnej kontingencii.

RieSené ulohy:

1.Zmerajte stupen asociacie medzi vybavenim domdcnosti murovanym jadrom (MJ) a
a plastovymi oknami (PO).

MJ PO mam nemam
mam 70 42
nemam 30 8
Riesenie:

Asociacnu tabulku si najprv doplnime, nasledne vypocitame intenzitu asociacie
pomocou koeficientu asocidcie a koeficientu korelacie kvalitativnych znakov:

MJ PO b; mam b, nemam Spolu A
a; mam 70 42 112
a, nemam 30 8 38
Spolu B 100 50 150
O M=ty 708-4230 560-1260 _-700 .
B p iy An,my,  70.8+4230 56041260 1820
nny, —n ., 150.70-100.112 1050011200 —700

R, =

b

o Mg, iy, 1123810050 21280000 4613,025

Odpoved’: Vybavenie domécnosti murovanym jadrom je nepriamo umerne zavislé od
vybavenia domacnosti plastovymi oknami. Vzhl'adom na to, Ze vysledné hodnoty intenzity
asociacie su blizke 0, mozno konstatovat’, Zze ide o slabu asocia¢nu zavislost'.

2. Pomocou udajov z kontingencnej tabulky vypocitajte stupen kontingencie medzi druhom
absolvovanej strednej skoly (DS)- znak A a prijatim do zamestania (PZ)- znak B.

DS Pz prijali neprijali
SOS N 15 13
gymndzium 20 12
iné skoly 5 2
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RieSenie:

Kontingenénu tabulku si najprv doplnime, nésledne vypocCitame intenzitu
kontingencie pomocou Pearsonovho, Cuprovho a Cramerovho koeficientu kontingencie.

DN b, prijali b, neprijali Spolu A
a; SOS 15 13 28
a, gymnazium 20 12 32
a3 iné skoly 5 2 7
Spolu B 40 27 67

[ EEasto -

2 2 2 2 2 2
_ 1y ny, 1y, ny, U Uy _
=n. + + + + + -1|=

Mg My Mg Mo Moy, Ny Ny Ny 5 Ny Ry N3, N,

15° 13° 20° 12° 5° 2?
=67. + + + + +
28.40 28.27 3240 3227 740 7.27

_ |2 _ | 0916 .,
n+ y’ 67+0,9416

1’ 0,9416

N 1)(1 67421

2
_ /z_ _ /w ~012
nh 67.1

Odpoved’: Medzi druhom absolvovanej strednej Skoly a prijatim do zamestnania sa prejavil
len maly stupen kontingen¢nej zavislosti.

—1} ~0,9416

~ 0,01

NerieSené ulohy:

1. Zmerajte stupen asocidcie medzi vlastnictvom auta u muzov a zien. Informdcie su uvedené
v tabulke.
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vlastnictvo auta viastnim nevlastnim
pohlavie
zena 33 15
muz 70 20

2. Pomocou udajov z kontingencnej tabulky vypocitajte stupen kontingencie medzi typom

ukoncenej skoly (US) a zamestnanim (Z).

US Z Casnik chyzna recepcny
SOU s maturitou 5 8 0
SOS 5 2 10
vysoka skola 2 0 8
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11 Regresna analyza

Regresia, regresné modely

Pri rieSeni regresnej ulohy sa snazime vyjadrit’ vztah medzi dvoma premennymi (zavisle a
nezéavisle premennou) pomocou matematickej funkcie, ktora nazyvame regresna funkcia.

Jednoducha linearna regresia

Najjednoduchsou formou korelécie je linearna korelacia medzi dvoma kvantitativnymi
znakmi. NajcastejSou metdodou odhadu linearnych regresnych funkcii je metéda najmensich
Stvorcov.

Graf 21 Linedrna regresia
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Ciel'om metody je odhadnit’ parametre regresnej funkcie tak, aby bolo mozné prelozit
danymi bodmi regresntl priamku, ktora by najlepsie vystihovala priebeh zavislosti (graf 21).

*

Yi
kde

a+bx,,

¥, - zavisla premenna (oznacuje odhadnuté hodnoty leZiace na regresnej priamke),
X, - nezavisla premenna,
b - regresny koeficient (smernica priamky).

Teoretické (idedlne) hodnoty leZia na priamke a si oznacené ako y;. Empirické

hodnoty (skuto¢né) su hodnotami zavislej premennej y,. Z rdznych moznosti, ktorymi je
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mozné prelozit’ regresnu priamku, je najvhodnejSia ta alternativa, pri ktorej sa sucet odchylok
empirickych hodnoét od teoretickych bude rovnat’ 0.

n

(v -y)=0

i=1

; 2
Z(yi _y:) = min.

i=1

Rozdiel medzi skuto¢nou hodnotou y, avypocitanou (odhadnutou) hodnotou y; je
rezidualna odchylka e;.

e =y~

PretoZe rovnica priamky maé tvar y, = a + bx,, mozno prislu§na funkciu prepisat’

@)=Y= = f(@b)=Y (v, ~a~bx,) > min

Parametre regresnej priamky sa ziskavaju metédou najmenSich Stvorcov. Podstatou tejto
metddy je minimalizdcia suctu kvadratickych odchylok teoretickych a skutoénych hodnot
premennej y. Ak predpokladana funkénd zavislost’ (funkcia) ma prvé parcialne derivacie, tak
odhad koeficientov a, b je vysledkom rieSenia systému linearnych (normalnych) rovnic:

of (a,b) _0 of (a,b) _0o
da © ob '

n n n n n n n
2
I I 3D I T 3 i1
_ =l i=1 i=1 =l _ =l i=l =l
a= 5 , b= 5
n n n n
2 2

DI DR

i=1 i=1 i=1 i=1

b - smernica priamky (regresny koeficient) — udava, o kolko sa v priemere zmeni
r . /4 r * . r . . r W b . W 4
zavisld premennd y, pri zmene nezdvisle premennej x,. Zaroven vyjadruje urcity sklon

regresnej priamky.

V pripade, Ze b>0, regresna priamka je rastica, hovorime o priamej zavislosti.

V pripade, Ze b<0, regresna priamka je klesajica, hovorime o nepriamej zavislosti.

Ak b=0 zavislost nejestvuje.

a — lokujiica konstanta — vyjadruje, aka hodnotu bude mat’ zavisla premenna y,, ak

nezavisla premenna x; bude mat’ hodnotu 0. Pri grafickom znazorneni regresnej priamky nam
lokujtca konstanta a udava bod, v ktorom priamka pretne os y. Jej hlavny zmysel spociva
v tom, Ze posuva regresnu priamku v priestore.

Niekedy je vhodné vykonat transformaciu nelinearnych regresnych funkcii na linearnu
regresiu.

Napr. y = ax” mdzeme transformovat na funkciu: log y = loga + b.log x.
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V pripade progresivnej alebo degresivnej zavislosti je potrebné pouzit' kvadratick
(polynomicku) regresiu v tvare: y = a +bx +cx’.

| 2y 2x 2 |2 Yy DX
a:B ny sz Zx3 sz Zx Zch Zx3
szy sz zx4 sz zxzy Zx4

DY IR DI
C=B Zx sz ny D= Zx sz Zx3
zxz Zxa szy sz zxs Zx“

Viacnasobna linearna regresia

Pouziva sa pri Stidiu linearnej zavislosti medzi dvoma a viacerymi premennymi.
Najddlezitejsim kritériom linearity je (Pearsonov) korelacny koeficient r,,.

y=a+bx +b,x,.

Nelinearne regresné modely

Casto ide o nejaka empiricka alebo fyzikalnu zavislost. Na rozdiel od linearnej
regresie sa pre odhad minima pouzivaju iteraéné metédy (minimum suctu stvorcov odchylok).

RieSené ulohy:

1. Vtabulke su uvedené informacie o veku a pocte dni dovolenky u 10 pracovnikov.
Predpokladajme, Ze medzi poctom dni dovolenky a vekom pracovnika je linedarna zavislost.
Vypocitajte parametre regresnej priamky a uvedte stupen koreldcie medzi Statistickymi
znakmi. Pomocou koeficientu determindcie urcte, kolko percent variability zavislej premennej
sa da vysvetlit' variabilitou nezavislej premennej. Vypocitajte suhrnu hodnotu Stvorcov
rezidualnych odchylok medzi skutocnym a odhadnutym poctom dni dovolenky.

RieSenie:
Vek (x;) Pocet dni X XiYi i iy e’ =(yiryi )’ yi
(v1)

18 1 324 18 1,1 -0,1 0,01 1
20 1 400 20 1,3 -0,3 0,09 1
30 2 900 60 2,3 -0,3 0,09 4
40 2 1600 80 3.3 -1,3 1,69 4
50 4 2500 200 4,3 -0,3 0,09 16

>=158 2=10 ¥=5724 ¥=378 ¥=1,97
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5 5 5
2% 2V 2 D  5724.10-158.378 _ 57240-59724  —2484 _
2 5.5724 —158° 28620 —24964 3656

b

5 5
ORIADWIWE 537815810 1890-1580 _ 310 _
T T 557241587 28620-24964 3656

b

Rovnica regresnej priamky ma tvar: y, =—0,7 +0,lx,. Odhadnuté hodnoty yi vypo&itame

jednoduchym dosadenim hodnét x; do rovnice regresnej priamky, kde i=7,2...5. Sthrnu
hodnotu 3tvorcov rezidualnych odchylok e ziskame ako sumu S§tvorcov rozdielov
skutocnych a odhadnutych dni absencie (pozri tabulku vysSie). Stupen korelacie medzi
Statistickymi  znakmi uréime pomocou Pearsonovho korelaéného koeficientu. Jeho
umocnenim dostaneme koeficient determindcie. Pomocné vypocty st uvedené v tabulke.

: 2
ry, = it 2 0,94, rl =094 ~ 0,88
5 N .1 731,26
D=3 > (n-)
i=1 i=1
> >
i yi
1 : 1
x == :igzsm y == 10,
n n 5
X, v, X=X | y-¥ | (x, -3 | (y,-») (x, =x)y, - ¥
18 1 -13,6 -1 184,96 1 13,6
20 1 -11,6 -1 134,56 1 11,6
30 2 -1,6 0 2,56 0 0
40 2 8,4 0 70,56 0 0
50 4 18,4 2 338,56 4 36,8
=158 2=10 =731,2 =6 =62

Odpoved’: Medzi vekom pracovnikov a poc¢tom dni absencie sa prejavuje silna korelacna
zavislost. Z koeficientu determindcie vyplyva, Ze 88 % variability zavislej premennej (pocet

dni dovolenky) sa da vysvetlit’ variabilitou nezavislej premennej (vek pracovnika).
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NerieSené ulohy:

1. Predpokladajme, Ze vztah medzi prijmami a vydavkami za potraviny by sme mohli vyjadrit
prostrednicvom regresnej priamky. Vypocitajte jej parametre a uvedte stupen koreldacie medzi
Statistickymi znakmi. Pomocou koeficientu determindacie urcte, kolko percent variability
zavislej premennej sa da vysvetlit' variabilitou nezavislej premennej. Vypocitajte suhrnu
hodnotu stvorcov rezidudlnych odchylok medzi skutocnymi a odhadnutymi vydavkami za
potraviny. Pomocné udaje su uvedené v tabulke.

Prijmy Vydavky

v EUR v EUR
300 100
500 200
650 250
800 300
1000 380
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12 Analyza viacrozmernych Statistickych udajov

Viacrozmerné udaje sa Casto vyskytuji pri skiimani vlastnosti krajiny. Napriklad sa sleduja
fyzikalne a chemické vlastnosti vody vo vodnych tokoch, jazerach alebo sa sleduji rozne
charakteristiky obyvatel'stva na urc¢itom izemi (vekova, prijmové, vzdelanostnd a nabozenska
Struktara).

Ucelom viacrozmernej analyzy je najméd skumanie vztahov medzi jednotlivymi atribitmi,
vlastnost’ami Statistického stuboru.

Charakteristiky viacrozmernych udajov

Udaje st charaketrizované zdrojovou maticou (n * m):

X1 W 'xl,l xl,j cen lem
X= Xi =] X1 xlj xi,m
| X | Xog e Xy e X

kde riadky n; predstavuju jednotlivé objekty a stipce m; ich vlastnosti, premenné. Jednotlivé
objekty st teda tvoren¢ vektormi X; =(x,,,...,x;, ). Premenné mozu byt bud’ kvantitativne
alebo kvalitativne (napr. rodinny stav osoby).

KedZe merané vlastnosti maji niekedy rozne jednotky, ktoré sa aj radovo lisia, ich hodnoty
byvaji niekedy eSte pred Statistickym spracovanim skéalované centrovanim (od hodnot sa

odcitava ich aritmeticky priemer) alebo normovanim (hodnoty sa predelia smerodajnou
odchylkou).

Najjednoduchsie vyjadrenie podobnosti objektov (napr. vlastnosti auta, jeho zaradenie do
triedy aut) je pomocou miery vzdialenosti objektov v m-rozmernom priestore premennych.

Standardnym typom vzdialenosti je geometricka (euklidovskd) vzdialenost':

(xkj - xlj)z

Dva objekty su si tym blizSie (podobnejsie), ¢im je vzdialenost’ mensia. Pouzivaju sa aj iné
definicie vzdialenosti (Mahalanobisova, Hammingova). Pri tychto mierach sa neuvazuje o
zavislosti medzi medzi premennymi (Meloun, Militky, 2002).

NgE

dE(Xk9Xl):

1

~.
Il

Trieda, zhluk objektov - mnozina objektov, ktoré maji rovnaké alebo asponn podobné
vlastnosti. Podobnost’, blizkost’ objektov z hl'adiska ich vlastnosti posudzujeme podl'a miery
vzdialenosti objektov v m-rozmernom priestore premennych.
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Miera podobnosti dvoch objektov alebo premennych sa modze vyjadrit pomocou
Pearsonovho korelacného koeficientu. Objekty st si tym podobnejSie, ¢im je korelacny
koeficient blizsi jednotke. Na zaklade podobnosti objektov je mozné objekty zgrupovat’ do
tried (zhlukov) a tie tiez analyzovat’ obdobnym spdsobom. Cim je vic§ia vzdialenost medzi
triedami, tym je podobnost’ mensia.

VSeobecny postup analyzy viacrozmernych udajov

Postup analyzy viacrozmernych udajov zavisi od typu udajov a od toho, aké informécie
chceme z udajov ziskat’. Vo vSeobecnosti postup pozostava z tychto krokov (Meloun, Militky,
2002):

1. Analyza zavislosti a nezavislosti idajov. Snazime sa zistit’, ¢i je mozné analyzované
premenné rozdelit’ na zavislé a nezavislé premenné a zistit’ pocet zavisle premennych.

2. Ak medzi premennymi existuju aj zavisle premenné, urcuje sa vztah medzi zavisle
premennymi a vhodnd kombinécia nezavisle premennych. Ak st vSetky nezavislé,
aplikujii sa metddy urcenia vzajomnych vizieb, t.j. realizuje sa simultinna analyza
vSetkych premennych.

3. Z hladiska pouzitia konkrétnych metod je tiez dolezity pocet zavisle premennych a v
akej forme su premenné. Pri Ciselnych udajoch hovorime o metrickej Skale, pri
neciselnych udajoch (kvalitativnych) o nemetrickej skale.

Vyber konkrétnej metody analyzy tdajov zavisi od ciel’a analyzy a poctu a typu zavisle, resp.
nezavisle premennych.

Charakteristiky viacrozmernych premennych

Kazda vlastnost,, premenna v j-tom stipci, sa mozZe charakterizovat’ pomocou strednej hodnoty
a pomocou rozptylu. Mieru intenzity vztahu medzi dvoma premennymi vyjadruje
kovariancia cov(x, y).

COV(st’): li(xi _})(Yi —})
n i=1
Vlastnosti kovariancie:
e znamienko ukazuje na trend stochastickej vizby medzi i-tym a j-tym stipcom matice,
e pre nekorelované veliCiny sa rovna nule,
e je mierou intenzity linedrnej zavislosti.

Nevyhodou kovariancie je, ze jej hodnoty zavisia od mierky, v ktorej su vyjadrené premenné.
Z toho dovodu sa na vyjadrenie zavislosti pouziva Pearsonov parovy korelacny koeficient,
ktory nie je ovplyvneny jednotkami premennych.

o cov(x, y) —,
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Na zaklade tychto charakteristik vyjadrujeme kovarian¢nt alebo korela¢ni maticu radu m x n.
Korela¢nd matica ma na diagonale jednotky a mimodiagonalne prvky su jednotlivé parové
korela¢né koeficienty. Kovaria¢na i korelacna matica st symetrické.

Podobne ako pri jednorozmernych stboroch, aj pri viacrozmernych je ddlezité poznanie
rozdelenia pocetnosti. Pokial' rozdelenie pocetnosti nie je typu normdlneho rozdelenia
(napriklad obsahuje rozne extrémne, vybocujice hodnoty), je vhodné pouzit' také
charakteristiky a Statistické testy, ktoré nie st prilis citlivé k tymto hodnotam.

Urcenie Struktury a vézieb v premennych a objektoch

Pred samotnou aplikdciou vhodnej metody viacrozmernej Statistickej analyzy je potrebné
vykonat prieskumnii analyzu udajov, ktora umoziuje (Meloun, Militky, 2002):

- posudit’ podobnost objektov pomocou rozptylovych a symbolovych grafov,
- ndjst’ vybocujuce objekty, resp. ich premenné,

- stanovit’, €1 je mozné pouzit’ predpoklad linearnych vizieb,

- overit’ predpoklady o udajoch (normalita, nekorelovanost’, homogenita).

Jednotlivé metddy na urcenie vzajomnych vizieb vo viacrozmernych Statistickych suboroch
sa delia podla toho, ¢i sa analyzuje Struktira a vdzby medzi premennymi alebo Struktura
vizby v objektoch zdrojovej matice rozmeru n x m. V pripade hladania Struktiry v
premennych v metrickej Skale sa vyuzivaju metody faktorovej analyzy, analyzy hlavnych
komponentov a zhlukova analyza. V pripade hl'adania Struktir v objektoch v metrickej skale
sa vyuziva zhlukova analyza a v nemetrickej Skale korespondencna analyza.

Vicsina metdod viacrozmernej Statistickej analyzy umoznuje spracovanie linearnych
viacerozmernych modelov, v ktorych sa zavisle premenné povazuji za linedrnu kombinaciu
nezavisle premennych, resp. viazby medzi premennymi st linedrne. V mnohych pripadoch sa
tiez uvazuje o normalite metrickych premennych.

Urcenim Struktary a vzajomnych vézieb medzi premennymi, ale i medzi objektami sa
zaoberaju metody redukcie premennych na tzv. latentné premenné’: metéda analyzy hlavnych
komponentov (Principal Component Analysis - PCA) a metoda faktorovej analyzy (Factor
Analysis - FA). Doélezitou metddou urenia vzdjomnych vizieb medzi premennymi je aj
kanonicka korelacna analyza, ktora sa pouziva na skimanie zavislosti medzi dvoma
skupinami premennych, pricom jedna skupina sa povazuje za premenne nezavislu a druhd za
skupinu zavislych premennych.

Hladanim Struktiry a vzdjomnych vézieb v objektoch sa zaoberaju klasifikacné metody
viacrozmernej Statistickej analyzy. Klasifikacné metody su postupy, pomocou ktorych sa
jeden objekt zaradi do jednej z existujucich tried (diskriminacna analyza DA) alebo pomocou
nich je mozné neusporiadanu skupinu objektov usporiadat’ do niekol’kych vnitorne stirodych
tried-zhlukov (zhlukova, klastrovéa analyza, Cluster Analysis - CLU). Klastrova analyza sa v
geografii vyuziva najmé v oblasti regionalnej analyzy na znizenie poctu subregionov a ich
zaclenenie do mensieho poctu typov regidonov. Mdze byt hierarchické alebo nehierarchicka.

7 Latentné premenné st priamo nepozorovatelné premenné, ktoré sa daju opisat’ a merat’ len sprostredkovane,
ale maju schopnost’ vecnej interpretacie
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Analyza hlavnych komponentov (PCA)

Cielom tejto metddy je odhalenie kl'i¢ového, nosného javu a odfiltrovanie Sumu v tdajoch.
Prakticky to znamend, Ze sa snaZime transformovat povodné premenné x;, j=I, ..., m do
mensieho poctu i, tzv. latentnych premennych y;. Tieto premenné maju vhodnejSie vlastnosti,
je ich menej, vystihuji takmer celt premenlivost pévodnych premennych a st vzdjomne
nekorelované (korelaény koeficient medzi latentnymi premennymi y;, ..., y, je 0).

Latentné premenné¢ sa v tejto metdde nazyvaju hlavné komponenty a su linearnou
kombinaciou pdvodnych premennych: prvy hlavny komponent y; popisuje najvacsiu cast
premenlivosti, ¢ize rozptylu povodnych udajov, druhy hlavny komponent y, zas najvacsiu ¢ast’
rozptylu neobsiahnutého v y;. Matematicky povedané, prvy hlavny komponent je takou
linedrnou kombinaciou vstupnych premennych, ktord zahriiuje najvacsiu premenlivost’ medzi
vSetkymi linearnymi kombinaciami. Ma tvar (Meloun, Militky, 2002):

m
_ _ T
b2 —Zvljxj =V, X,
j=1

kde objekt x, obsahuje premenn¢ x,x,,..,x,.. Pre vektor koeficientov

T T . . . , .
v, = (Vm---»"m) plati, Ze premenlivost vyjadrena rozptylom komponentu y; je
maximalna. Vektor koeficientov v; , ktory maximalizuje rozptyl premennej y; . zodpoveda tzv.
vlastnému vektoru a vlastnému Ccislu kovarianénej matice poévodnych udajov. Velkost
vlastnych ¢isiel uréuje vyznam a pocet hlavnych komponentov. Podobne st konstruované aj
dalsie komponenty. Stucet rozptylov vsetkych hlavnych komponentov sa rovna suctu
rozptylov vstupnych, pévodnych premennych. Ak je stcet prvych najvdcsich podielov
dostatocne blizky 1 (100 %) - zvycajne staci 80-90 %, staci zobrat’ do uvahy len tychto zopar
hlavnych komponentov na vysvetlenie variability povodnych premennych. Zvycajne to byva
2-5 komponentov. Tvoria model hlavnych komponentov. Strata informdacie spdsobena
redukciou komponentov (rozmerov) sa nazyva tiez chybou modelu PCA. Vyber poctu
komponentov predstavuje samotny model hlavnych komponentov PCA a jeho klucovou
Castou je vysvetlenie pouzitych hlavnych komponentov, ich pomenovanie a vysvetlenie
vztahu k povodnym premennym.

Vysledok analyzy hlavnych komponentov sa znazoriuje najmai graficky. Indexovy graf updtia
vlastnych cisel (nazyva sa tiez sutinovy graf, scree plot) zndzoriiuje relativnhu pocetnost
jednotlivych vlastnych ¢isel. Hlavné komponenty alebo faktory st oddelené zretelnym
zlomovym miestom na grafe a suradnica x tohto bodu je hl'adand hodnota indexu (graf 22).
Graf vah (zatazi) komponentov zobrazuje vahy prvych dvoch hlavnych komponentov, pricom
sa porovnavaju vzdialenosti medzi premennymi. Kratka vzdialenost medzi dvomi
premennymi znamena silnt korelaciu. Tento graf mozeme tiez vyuZzit’ aj na pochopenie, ako
mierou prispievaju jednotlivé povodné premenné do hlavnych komponentov. Rozpylovy
diagram komponentného skore sa pouziva na identifikaciu odl'ahlych objektov, identifikaciu
trendov, tried a zhlukov objektov, objasnenie podobnosti objektov a podobne. Zobrazuje
komponentné skore, ¢ize hodnoty zvycajne prvych dvoch hlavnych komponentov vsetkych
objektov. Dokonaly rozptyl objektov v rovine oboch hlavnych komponentov vedie k
rozliSeniu objektov pomocu y; a y,. V rovine je mozné l'ahko najst’ zhluk vzdjomne
podobnych, ale aj odlisSnych objektov. Obvykle sa vyberaju diagramy, v ktorom porovnavame
prvy hlavny komponent y; s druhym y,, tretim y; alebo Stvrtym komponentom y,. Nie je
potrebné analyzovat’ vsetky kombinédcie diagramov, ale drzime sa prvého hlavného
komponentu, v ktorom je najvédcsia miera variability udajov. Na zéklade polohy objektov od
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zaciatku mozeme posudit’ typickost objektov (su blizko zaciatku, alebo naopak, d’aleko - su
to extrémy). Objekty blizko seba su si podobné, d’aleko od seba nie su si podobné. Pomocou
diagramu je mozné zistit' existenciu osamelych objektov alebo naopak, sustredenych v
zhlukoch s podobnymi vlastnostami. Zhluky je mozné pomenovat’ a graficky nacrtnat’ mozny
vzt'ah medzi zhlukmi.

Graf 22 Indexovy graf upiitia vlastnych Cisel
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Pri aplikécii metody hlavnych komponentov sa stretavame s roznymi problémami. Napriklad
analyzované udaje neobsahuji predpokladanu informdciu, takze pouzitie metédy nemalo
zmysel. Kriticky je aj spravny vyber po¢tu hlavnych komponentov, ktoré vystihni dany jav.
V analyzovanom Statistickom subore sa moZu objavit’ odl'ahlé objekty. M6zu byt prejavom
chyb merania, ale moézu byt’ zdrojom zaujimavej informécie. Preto pri odstraiiovani odl'ahlych
hodn6t je potrebné postupovat’ opatrne. Pred samotnou aplikaciou metody pomocou softvéru
je potrebna doslednd tivaha nad analyzovanym javom a problém musi byt spravne a presne
definovany. Udajové subory je zvy&ajne potrebné skalovat alebo aspoii centrovat’. Nasledne
sa z pomocou indexového grafu tupédtia vlastnych c¢isel uréi vhodny pocet hlavnych
komponentov, vypocitaji sa vlastné vektory hlavnych komponentov a komponentné vahy. V
tejto faze sa vyberie vhodny pocet hlavnych komponentov a tak sa vytvara model PCA.
Pomocou diagramov sa vysetruji vlastnosti a uspesnost’ modelu (Meloun, Militky, 2002).

V geografii sa metdoda PCA vyuZiva najmé na identifikaciu skupin korelovanych premennych
a na zjednodusenie viacrozmernych udajovych stiborov redukciou vzajomne korelovanych
premennych. Metdda vyzaduje viac pozorovani (merani) jednotlivych premennych, uplne
minimalny pocet je 10, avSak optimalny pocet je niekol’ko sto merani.

Faktorova analyza (FA)

Podobne ako metdda hlavnych komponentov, patri aj faktorova analyza medzi metody
redukcie poc¢tu povodnych premennych. Vo faktorovej analyze predpokladame, Ze kazda
vstupujucu premennil mézeme vyjadrit’ ako linedrnu kombinaciu nevel’kého poctu spolo¢nych
skrytych faktorov a jediného chybového faktoru. Na rozdiel od komponentnej analyzy sa pri
faktorovej analyze snazime vysvetlit' zavislost premennych. K nevyhodam metody patri
najmi nevyhnutnost’ zadania poctu spolocnych faktorov este pred realizaciou vlastnej analyzy.
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Model faktorovej analyzy ma v maticovej podobe tento tvar (Meloun, Militky, 2002):
x=Lf+¢

resp.

xo =i+l fh+ 4,1, e,

X, =L fitin fo+ oy 1 6,

‘xn :lnlfi +Zn2f2 +"'anfm +8n3

kde fi, f5, ..., fm st faktory, ktoré vyvolavaji korelaciu medzi premennymi a &,,&,,...,&, sU

chybové faktory, ktoré prispevaju k rozptylu jednotlivych premennych. Koeficienty I
nazyvame faktorovymi zatazami i-tého objektu a k-t¢ho spolo¢ného faktoru f;, a predstavuja
prvky matice faktorovych zatazi.

Kazdy objekt pozorovanych premennych x = (x;x2,....X,) ma svoju korelatni alebo
kovarian¢ni maticu.

Kovarianéni maticu C vektora vstupnych premennych (stipcov zdrojovej matice) moézeme
zapisat’ v tvare zakladnej faktorovej vety:

C=LL"+G?,

kde L je matica faktorovych zatazi a L L" je kovarian¢na matica vektora Lf a G? je matica
jedinecnosti. Matica jedinec¢nosti je kovariancnou maticou chybovych faktorov. Jej
diagonalne prvky tvoria rozptyly jednotlivych stlpcov zdrojovej matice. Plati vzt'ah:

S?=H?+G?,

kde S* je diagondlna matica rozpylov faktorov. Premenlivost’ kazdého faktoru, vyjadrent
stipcom zdrojovej matice, je mozné rozdelit’ na sucet dvoch zloziek: komunalitu H?, ktora
predstavuje variabilitu spolonu pre vietky faktory a jedine¢nost G?, ktora predstavuje Gast’
variability, t.j. rozptylu zodpovedajucej premennej. Stvorec komunality je suma faktorovych
zatazi faktorov. JedineCnost’ obsahuje Cast’, ktord predstavuje experimentalnu chybu merania
a Specificka variabilitu, ktoru sa neda vysvetlit' ani chybou experimentu a ani spolo¢nymi
faktormi.

Metoda hlavnych komponentov je vlastne Specidlnym pripadom faktorovej analyzy, kde
S’=H?, t,j. pomocou hlavnych komponentov je mozné variabilitu zdrojovej matice tplne, bez
zbytku reprodukovat. Vtedy hovorime tiez o uplnej komponentnej analyze. Ak pomocou
hlavnych komponentov je mozné reprodukovat’ len podstatni ¢ast’ variability, hovorime o
neuplnej komponentnej analyze.

Porovnanie FA a PCA:

1. Obe metddy nemé zmysel pouzit, ak povodné premenné x nie su korelované. FA potom
nema Co objasnit a PCA povedie k hlavnhym komponentom totoznym s povodnymi
premennymi.

2. FA sa pokuSa objasnit’ kovarianciu a koreldciu pdvodnych premennych pomocou
niekol’kych spolocnych faktorov. PCA objasiiuje len rozptyl povodnych premennych.
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3. PCA: ked’ zvySime pocet pouzitych premennych 4 o 1 na 4+1, povodné komponenty sa
nezmenia. FA: ked’ pridame d’alsi faktor, ostatné faktory sa podstatne zmenia.

4. PCA: vypocet je priamociary, jednoduchy. FA: vypocet je komplexnejsi a existuje viacero
postupov.
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Prilohy

Tab. 14 Hodnoty distribucnej funkcie normovaného normdlneho rozdelenia vybranych kladnych hodnot t

t F@ t F@ t F@ t Fa t F@ t F@

0,00 | 0,50000 | 0,30 | 0,61791 | 0,60 | 0,72575 0,90 | 0,81594 | 1,20 | 0,88493 1,50 | 0,93319

0,01 | 0,50399 | 0,31 | 0,62172 | 0,61 | 0,72907 | 0,91 | 0,81859 | 1,21 | 0,88686 | 1,51 | 0,93448

0,02 | 0,50798 | 0,32 | 0,62552 | 0,62 | 0,73237 0,92 | 0,82121 | 1,22 | 0,88877 1,52 | 0,93574

0,03 | 0,51197 | 0,33 | 0,62930 | 0,63 | 0,73565 0,93 | 0,82381 | 1,23 | 0,89065 1,53 | 0,93699

0,04 | 0,51595 | 0,34 | 0,63307 | 0,64 | 0,73891 0,94 | 0,82639 | 1,24 | 0,89251 1,54 | 0,93822

0,05 | 0,51994 | 0,35 | 0,63683 | 0,65 | 0,74215 0,95 | 0,82894 | 1,25 | 0,89435 1,55 | 0,93943

0,06 | 0,52392 | 0,36 | 0,64058 | 0,66 | 0,74537 0,96 | 0,83147 | 1,26 | 0,89617 1,56 | 0,94062

0,07 | 0,52790 | 0,37 | 0,64431 | 0,67 | 0,74857 0,97 | 0,83398 | 1,27 | 0,89796 1,57 | 0,94179

0,08 | 0,53188 | 0,38 | 0,64803 | 0,68 | 0,75175 0,98 | 0,83646 | 1,28 | 0,89973 1,58 | 0,94295

0,09 | 0,53586 | 0,39 | 0,65173 | 0,69 | 0,75490 0,99 | 0,83891 | 1,29 | 0,90147 1,59 | 0,94408

0,10 | 0,53983 | 0,40 | 0,65542 | 0,70 | 0,75804 1,00 | 0,84134 | 1,30 | 0,90320 1,60 | 0,94520

0,11 | 0,54380 | 0,41 | 0,65910 | 0,71 | 0,76115 1,01 | 0,84375 | 1,31 | 0,90490 1,61 | 0,94630

0,12 | 0,54776 | 0,42 | 0,66276 | 0,72 | 0,76424 1,02 | 0,84614 | 1,32 | 0,90658 1,62 | 0,94738

0,13 | 0,55172 | 0,43 | 0,66640 | 0,73 | 0,76730 1,03 | 0,84850 | 1,33 | 0,90824 1,63 | 0,94845

0,14 | 0,55567 | 0,44 | 0,67003 | 0,74 | 0,77035 1,04 | 0,85083 | 1,34 | 0,90988 1,64 | 0,94950

0,15 | 0,55962 | 0,45 | 0,67364 | 0,75 | 0,77337 1,05 | 0,85314 | 1,35 | 0,91149 1,65 | 0,95053

0,16 | 0,56356 | 0,46 | 0,67724 | 0,76 | 0,77637 1,06 | 0,85543 | 1,36 | 0,91309 1,66 | 0,95154

0,17 | 0,56749 | 0,47 | 0,68082 | 0,77 | 0,77935 1,07 | 0,85769 | 1,37 | 0,91466 1,67 | 0,95254

0,18 | 0,57142 | 0,48 | 0,68439 | 0,78 | 0,78230 1,08 | 0,85993 | 1,38 | 0,91621 1,68 | 0,95352

0,19 | 0,57535 | 0,49 | 0,68793 | 0,79 | 0,78524 1,09 | 0,86214 | 1,39 | 0,91774 1,69 | 0,95449

0,20 | 0,57926 | 0,50 | 0,69146 | 0,80 | 0,78814 1,10 | 0,86433 | 1,40 | 0,91924 1,70 | 0,95543

0,21 | 0,58317 | 0,51 | 0,69497 | 0,81 | 0,79103 1,11 | 0,86650 | 1,41 | 0,92073 1,71 | 0,95637

0,22 | 0,58706 | 0,52 | 0,69847 | 0,82 | 0,79389 1,12 | 0,86864 | 1,42 | 0,92220 1,72 | 0,95728

0,23 | 0,59095 | 0,53 | 0,70194 | 0,83 | 0,79673 | 1,13 | 0,87076 | 1,43 | 0,92364 | 1,73 | 0,95818

0,24 | 0,59483 | 0,54 | 0,70540 | 0,84 | 0,79955 1,14 | 0,87286 | 1,44 | 0,92507 1,74 | 0,95907

0,25 | 0,59871 | 0,55 | 0,70884 | 0,85 | 0,80234 | 1,15 | 0,87493 | 1,45 | 0,92647 | 1,75 | 0,95994

0,26 | 0,60257 | 0,56 | 0,71226 | 0,86 | 0,80511 1,16 | 0,87698 | 1,46 | 0,92786 1,76 | 0,96080

0,27 | 0,60642 | 0,57 | 0,71566 | 0,87 | 0,80785 | 1,17 | 0,87900 | 1,47 | 0,92922 | 1,77 | 0,96164

0,28 | 0,61026 | 0,58 | 0,71904 | 0,88 | 0,81057 1,18 | 0,88100 | 1,48 | 0,93056 1,78 | 0,96246

0,29 | 0,61409 | 0,59 | 0,72240 | 0,89 | 0,81327 1,19 | 0,88298 | 1,49 | 0,93189 1,79 | 0,96327

Spracované podla: hitp://web.tuke.sk/sjf-kama/ulohy/Statistika-tabulky/norm_r.pdf
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Tab. 15 Kritické hodnoty normovaného normdlneho rozdelenia

p % p % P % p %

0,50 0,000 0,75 0,674 0,950 1,645 0,975 1,96
0,51 0,025 0,76 0,706 0,951 1,655 0,976 1,977
0,52 0,050 0,77 0,739 0,952 1,665 0,977 1,995
0,53 0,075 0,78 0,772 0,953 1,675 0,978 2,014
0,54 0,100 0,79 0,806 0,954 1,685 0,979 2,034
0,55 0,126 0,80 0,842 0,955 1,695 0,980 2,054
0,56 0,151 0,81 0,878 0,956 1,706 0,981 2,075
0,57 0,176 0,82 0,915 0,957 1,717 0,982 2,097
0,58 0,202 0,83 0,954 0,958 1,728 0,983 2,12
0,59 0,228 0,84 0,994 0,959 1,739 0,984 2,144
0,60 0,253 0,85 1,036 0,960 1,751 0,985 2,17
0,61 0,279 0,86 1,080 0,961 1,762 0,986 2,197
0,62 0,305 0,87 1,126 0,962 1,774 0,987 2,226
0,63 0,332 0,88 1,175 0,963 1,787 0,988 2,257
0,64 0,358 0,89 1,227 0,964 1,799 0,989 2,29
0,65 0,385 0,90 1,282 0,965 1,812 0,990 2,326
0,66 0,412 0,905 1311 0,966 1,825 0,991 2,366
0,67 0,440 0,91 1,341 0,967 1,838 0,992 2,409
0,68 0,468 0,915 1372 0,968 1,852 0,993 2,457
0,69 0,496 0,92 1,405 0,969 1,866 0,994 2,512
0,70 0,524 0,925 1,440 0,970 1,881 0,995 2,576
0,71 0,553 0,93 1,476 0,971 1,896 0,996 2,652
0,72 0,583 0,935 1,514 0,972 1,911 0,997 2,748
0,73 0,613 0,94 1,555 0,973 1,927 0,998 2,878
0,74 0,643 0,945 1,598 0,974 1,943 0,999 3,09

Spracované podla: Gregorova, Fillova 2004
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Tab. 16 Kritické hodnoty ¥’ rozdelenia

0,0005 | 0,001 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,9 0,95 0,975 | 0,99 0,995 | 0,999 | 0,9995

1 - - - - - 0,0039 | 0,0158 | 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88 10,8 12,1
2 0,001 0,002 0,0100 | 0,0201 | 0,0506 | 0,103 0,211 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6 13,8 15,2
3 0,0153 | 0,0243 | 0,0717 | 0,115 0,216 0,352 0,584 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8 16,3 17,7
4 0,0639 | 0,0908 | 0,207 0,297 0,484 0,711 1,06 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9 18,5 20

5 0,158 0,21 0,412 0,554 0,831 1,15 1,61 9,24 11,1 12,8 15,1 16,7 20,5 22,1
6 0,299 0,381 0,676 0,872 1,24 1,64 2,2 10,6 12,6 14,4 16,8 18,5 22,5 24,1
7 0,485 0,598 0,989 1,24 1,69 2,17 2,83 12 14,1 16 18,5 20,3 243 26

8 0,71 0,857 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 13,4 15,5 17,5 20,1 22 26,1 27,9
9 0,972 1,15 1,73 2,09 2,7 3,33 4,17 14,7 16,9 19 21,7 23,6 27,9 29,7
10 1,26 1,48 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 16 18,3 20,5 232 25,2 29,6 31,4
11 1,59 1,83 2,6 3,05 3,82 4,57 5,58 17,3 19,7 21,9 24,7 | 26,8 31,3 33,1
12 1,93 2,21 3,07 3,57 4,4 5,23 6,3 18,5 21 233 26,2 28,3 32,9 34,8
13 2,31 2,62 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8 34,5 36,5
14 2,7 3,04 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3 36,1 38,1
15 3,11 3,48 4,6 5,23 6,26 7,26 8,55 22,3 25 27,5 30,6 32,8 37,7 39,7
16 3,54 3,94 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 23,5 26,3 28,8 32 343 39,3 41,3
17 3,98 4,42 5,7 6,41 7,56 8,67 10,1 24,8 27,6 30,2 334 35,7 40,8 42,9
18 4,44 4,9 6,26 7,01 8,23 9,39 10,9 26 28,9 31,5 34,8 37,2 42,3 44,4
19 4,91 5,41 6,84 7,63 8,91 10,1 11,7 27,2 30,1 32,9 36,2 38,6 43,8 46

20 4,4 5,92 7,43 8,26 9,59 10,9 12,4 28,4 31,4 34,2 37,6 | 40 45,3 47,5
21 59 6,45 8,03 8,9 10,3 11,6 13,2 29,6 32,7 35,5 38,9 | 414 46,8 49

22 6,4 6,98 8,64 9,54 11 12,3 14 30,8 33,9 36,8 40,3 42,8 48,3 50,5
23 6,92 7,53 9,26 10,2 11,7 13,1 14,8 32 35,2 38,1 41,6 | 44,2 49,7 52

24 7,45 8,08 9,89 10,9 12,4 13,8 15,7 33,2 36,4 39,4 43 45,6 51,2 53,5
25 7,99 8,65 10,5 11,5 13,1 14,6 16,5 34,4 37,7 | 40,6 44,3 46,9 52,6 54,9
26 8,54 9,22 11,2 12,2 13,8 15,4 17,3 35,6 38,9 | 41,9 45,6 | 483 54,1 56,4
27 9,09 9,8 11,8 12,9 14,6 16,2 18,1 36,7 | 40,1 43,2 47 49,6 55,5 57,9
28 9,66 10,4 12,5 13,6 15,3 16,9 18,9 37,9 | 41,3 44,5 48,3 51 56,9 59,3
29 10,2 11 13,1 14,3 16 17,7 19,8 39,1 42,6 | 45,7 49,6 52,3 58,3 60,7
30 10,8 11,6 13,8 15 16,8 18,5 20,6 40,3 43,8 47 50,9 53,7 59,7 62,2

Spracované podla: Gregorova, Fillova 2004
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Tab. 17 Kritické hodnoty Studentovho (t) - rozdelenia

n p 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750

Spracované podla: Gregorova, Fillova 2004
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Tab. 18 Vybrané hodnoty Poissonovho rozdelenia

X A
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 1,0 1,5 2,0

0 | 0904837 | 0818731 | 0,740818 | 0,670320 | 0,606531 | 0,367879 | 0,223130 | 0,135335
1 | 0,090484 | 0,163746 | 0,222245 | 0,268128 | 0,303265 | 0,367879 | 0,334695 | 0,270671
2 | 0,004524 | 0,016375 | 0,033337 | 0,053626 | 0,075816 | 0,183940 | 0,251021 | 0,270671
3 | 0,000151 | 0,001092 | 0,003334 | 0,007150 | 0,012636 | 0,061313 | 0,125510 | 0,180447
4 | 0,000004 | 0,000055 | 0,000250 | 0,000715 | 0,001580 | 0,015328 | 0,047067 | 0,090224
5 - 0,000002 | 0,000015 | 0,000057 | 0,000158 | 0,003066 | 0,014120 | 0,036089
6 - - 0,000001 | 0,000004 | 0,000013 | 0,000511 | 0,003530 | 0,012030
7 - - - - 0,000001 | 0,000073 | 0,000756 | 0,003437
8 - - - - - 0,000009 | 0,000142 | 0,000859
9 - - - - - 0,000001 | 0,000024 | 0,000191
10 - - - - - - 0,000004 | 0,000038
11 - - - - - - - 0,000007
12 - - - - - - - 0,000001

Spracované podla: Gregorova, Fillova 2004

Tab. 19 Kritické hodnoty W, (o =0,05) jednovyberového Wilcoxonovho testu pre n-pocet nenulovych

rozdielov

n Wa n Wa n Wa n Wa n Wa n Wa
6 0 16 29 26 98 36 208 46 361 56 557
7 2 17 34 27 107 37 221 47 378 57 579
8 3 18 40 28 116 38 235 48 396 58 602
9 5 19 46 29 126 39 249 49 415 59 625
10 8 20 52 30 137 40 264 50 434 60 648
11 10 21 58 31 147 41 279 51 453 61 672
12 13 22 65 32 159 42 294 52 473 62 697
13 17 23 73 33 170 43 310 53 494 63 721
14 21 24 81 34 182 44 327 54 514 64 747
15 25 25 89 35 195 45 343 55 536 65 772

Spracované podla: hitp://home.zcu.cz/~sediva/pse/pse_pril.pdf
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Tab. 20 Kritické hodnoty D , Kolmogorovho-Smirnovho testu

n\a\ 0,05 | 0,01 N 005 | 001
1 0975 | 0995 |21 0287 | 0,344
2 0842 | 0929 |22 0281 | 0337
3 0,708 | 0,829 |23 0275 | 0330
4 0624 | 0,734 |24 0269 | 0323
5 0,563 | 0,669 |25 0264 | 0317
6 0519 | 0617 |26 0259 | 0311
7 0483 | 0576 |27 0254 | 0,305
8 0454 |0542 |28 0250 | 0,300
9 0430 | 0513 |29 0246 | 0,295
10 0409 | 0489 |30 0242 | 0,290
1 0391 | 0468 |31 0238 | 0,285
12 0375 | 0449 |32 0234 | 0,281
13 0361 | 0432 |33 0231 | 0277
14 0349 | 0418 |34 0227 | 0273
15 0338 | 0404 |35 0224 | 0,269
16 0327 |0392 |36 0221 | 0265
17 0318 | 0381 |37 0218 | 0,262
18 0309 | 0371 |38 0215 | 0258
19 0301 | 0361 |39 0213 | 0255
20 0294 | 0352 |40 0210 | 0,252
nad 40 1,36 1,63

Jn Jn

Spracované podla: Spisiak 1997
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